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BARRA
7.1~ Definiciones
Se denomina 23-crUC'cura '2.11. tr an,12.c10 el U,n S.t::3 t.elY;.a dl.::--:; ba'~
rras recJcas o curvas (elemeni:::.os monoc1imsn:=.;j_(Yn¿tJ.e.c~) e~11azadEls 21~.::;
ticament.e en-tre s~C en unos pnn'tos c1el'.!.(Jminado~·j nudos" ~~i las Cd:C--'--
gas actuantes se encuentran situadas en un pldno¡ qu~ con·tiene ._-
asimismo a todos los elementos lineales o barras 68 la estruct1Jra,
ésta se denomina entramado pla.:no~ Frecue:nt.ec::2:;'.t.e) en 2Stc; ca.so corno
las piezas son :::-ectas y fo:cma:n 1\F:ll1as rectan.gul-:J.res u t.1":al:-)c~ci(;'1.1es
e incluso triaIlgulares, tambi~Il recibe .el nOIubre de s8'tructllra re
t:iculacla plana ~
ladas, los nudos en las estructl1ras reticuladas son ~ .iu.cs y no
permiten lTIovimientos rela'tivos; e11 par'ticular, J.~ di.ferencia de
giros ent.re las bar:Cr1S concu:crc.'T1t:.e c; c~n elntH_~~o ,> ):I~'_~'(J:; Lr~";chC' J~.ll(pl.i_,.:~·~l.
que la.s ba:cras recibir f~sfu2rzos de f'¡
cargas actItando en los nudos, debido a las cc,¡ccf~i.esal giro gt~C
nallte el trabajo de flexi6n crl este tipo 2Ht:c~ctl~rcJ.,.
ti.cuIarlas¡ eL peso p~'Qpio es
-¡nodo CO;.1~3.-Ldeí~3.bl'2 que l.::!.:'~ s
'Lar el CSJ_C111o de cada ::,ic'o pJ::.!. ;1(,;
- 2 -
menos baj o cargas gravitatorias ( si bien actualment:e i mediante pr9.
cedimientos de cálculo por computador/es posible el análisis de -




Figura 7.1. Estructuras reticuladas.
El cálculo de entramados planos se llevarl a cabo dentro
de la teoría lineal de cálculo de estructuras: material que sigue
la ley de Hooke y pequeños movimientos y deformaciones. Además se
consideran las siguientes hipótesis adicionales:
(a) La elongabilidad de todas las barras se supone nula, es de
cir :EiJ = O. Esta hip6tesis equivale a admitir que la defor
maci6n por esfuerzo axil es nula(*) y la longitud de las -
barras es por lo tanto invariable. Salvo que expresamente
se indique lo contrario, esta hipótesis se supondrá en todo
el análisis que sigue.
(b) Se admi..l:e que las directrices de las barras concurren en
un punto o nudo, y qU8,por consiguiente, no existe el tipo
de excent.ricidad indicado en la figura 7.2. Sin embargo
(*) NO'?A: La deforma.ción de cort.ante se suele también despreciar de
un modo análog-o a como se ha. indicado en el cálculo de las
estructuras articuJ.adas¡ ya que las piezas son lo suficie~
tenl.ent.8 c-'sbelt¿-"'.;:j v de sección maciza.
__ o 3
situaciones de a~ticulaci6n de Ulla ba~ra al acame'ter a un




























7m2a Concurrencia puntual de direc~:cices~
La hip6t,c~si,s (a) 'perrnit,2 simplificEl.-': df.~U!L 'o:10do el -i:,j.
si c:Tl J.as estr'uclu:cas C.2 r:IJi.f:Lc.::t;::;,i6n
Iludas de la 2S;::cuctura
ce)o nu~os j,ndssplnzables. (P¡_}u:r~, "¡ 3) 5 R"L caso ~¡GIi2l~
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Es interesante¡normalmente)proyectar estructuras intra~
lacionales puesto que, aparte de facilitar el c§lculo, se encuen-
"tran S011F=d::.ido~s a esfuerzos .n:.f::;nores que en el caso general de es-
tructuras traslacionales.
Las hip6tesis (a) y (b) anteriores pueden~en ciertos c~
sosiapartarse de la realidad y deben ser por lo tanto reconsidera
dClS de acuerdo con las ideas que se estudiarán mas adeJ.ante. Así,
en el caso de edificios altos, la carga axil sobre los soportes -
puede ser muy importa:nte y el movimiento vertical de los mismos -
(pro6.ucido por su deforma,~~j.6n) det)e ser Jcenido en cuenta j' particu-
larrn.ente si la sección dE: soporte;::> contiguos es muy di rerent.e. En
este caso, aparecen movimientos diferenciales que pueden inducir
importantes flexiones en las vigas dinteles. Por otra parte, en -
el caso de dimensiones impDrtantes de vigas y pilares puede ser -
inevitable la aparici6n de l,as excentricidades en la irltersecci6n
de directrices o al menos la consideraci6n del encuentro de piezas
no debe ser reducida a un punto, siendo preciso incluir en el cál-
culo el tamafio del nudo (nudos de dimensión finita).
En este orden de ideas, sucede normalmente que barras -
con cambios b:cuscos de seccj.ón { no son es·trictamente barras rectas
(figura 7.4a) y aparece en ellas la problem§tica de la no coinci-
dencia de direct_:C:t,ces de las vig-as componentes ~ S5.n embargo ( si el
cambio brusco de sección no es muy fuerte (*), se suele,en el cál-
culo de esfuerzos de la es~ructura,suponer la pieza recta (figura
7.4b), lo que supone una aproximaci6n normalmente suficiente para
la determinación de (~sfuerzos1 pero no así en la comproba.ción de
tensiones, para la cual la realidad del salto de secciones debe
ser considerada explfci tament:.e e Situación anáJ.oga F y más frecue~_
te,por adaptarse m~s adecuadamente a las necesidades tellsionale~
corresponde a la representada en las figuras (~4.c y 7.4~d). Exis
!~OT1~(~'{): Sr::~ indic~a:. él veces. los va.lo.res límit.os de 1/11 para la rel~
CiCl.i."l luce~':: y .1/2 FI;;:Lca la de cantos c',e una barra con carta-
bon<?::::; ~
ten a veces sitlldciones de vigas con variaciol12S suaves d~ sec(~i6n
qu·s podx:ian se~r: 'i::.rat.a6::.'B C:DIL10 aTeC)::;; r:c.bajaJo3 y que¡ no ob;3tan'Le)~-
se consideran rectas para E~J. CáJ.Cl1J.O de esfuerzos~ Como entonces.!
cuenta en la evalu.3.c'tón c1e .la,~3 ·tt~ns,i()ne.s (i:;i~·eci::.o RE-:::sal de dism'Lnu-









7.,3" 1 ,. 'rYil2 todo de
c:i-c,::: ,.,-, ()I:;';':2::.'tc~,r:
\)ti 1j, .,.
zase un m6todo de l~s fuerzo:~ o h










ejerce sobre cada uno de los extremos, i. y j, de cada harra (fig~
ra 7.5)
Figura 7.5. Ecuaciones de equilibrio de una estructura.
I I
El nDJnero tot,a 1 de inco'gni tas 1 en el caso de un entra
mado plano con N nudos y 13 barras es:
1 ::~ 6B + e (7.1)
siendo e el n~mero de coacciones al movin\iento. Evidentemente l si
en él extremo de una
. , '1 )clon¡rotu. a, etc. y
barra existe una liberalizaci6n (articula-
el número total de ellas es :L ¡ la. fórmula
(7.1) debe de modificarse, puesto que no exi.sten las reacciones
correspondientes sobre cada barra. ResuJ.ta, de esta forma, J.a
expresi6n:
1 .. 613 + e - L ( 7 • 2)
Por otra parte el numero de ecuaciones E que proporci~
na la estática es:
Tres ecuaciones por barra correspondiente a la anuJ.aci6n de ].as
dos componentes de la fi)erZa (generalmente ,s2gun la direcci6n de
- I
la recta que une sus 2xtrCn¡OS y su perpendi.Clllar) y el momento, es
decir, para la t~rra i-j de J.a figura 7.S(})).
1:]) + X i -,- X j -- Ox
1:]) + y i + y j -- O (7 ,3)Y
1:m+¿:p (b-v) +[p (x-a) +X.(:}·-y.)+(b-y.) +Y.(x,'-d)+Y.(x.-a)+M.+M--O
x " ,'Y J. - -'- -- j J. L J J 1 J
con X, Y coordenadas deJo
y (a,b) coord~nadas del
brio (dos
[Junto de nt)1~(~~~~611 d~ l~ 14~r-I-~ (p 1) \....... _._.L.~ __c'__ '. .,'- .. '~ ""~""':.'_1. x"Ly'
punto respecto al cuajo se toman momen-tosN
les ~
E c;;.: 3N + 313 ( 7 , 4 i






nl':.:;d~Ldo _pC)~( la. ca."'."\. ticl¿~_d.
ét(-;:
tuya represelltada en 12 f
- 8 -
El núrnero de nudoE: N _.. 7
El número de coacciones e
do s 1 ( 3) Y 7 ( 2) •
5 correspondientes a los nu
El ndmero de J.iberalizaciones L = 2, que corresponde al
nudo extremo 4 de la barra 4-6 (1) Y al nudo 2 de la barra 2-6 (1)
Por últ.i.rno,el núrnr:~ro de barras es 8~
-3-La es truc·tura
hiperestatismo es,segGn
es estable¡ya que 8
fórmula (7.6);
5--57 + y el grado de
a = 24 - 21 + 5 - 2 = 6
En el nudo 7 pcdrfa ser considerada una liberalizaci6Il
(articulación de la barra) y el nudo empotrado o~como se ha consi
/ -
de rada en el ejemplo, una coacci6n menor en el nudo. En ambos ca-
sos se deduce el mismo valor de L-C~
7.3.2. Métodos de los movimientos o equilibrio.
Se comprende:tras las consideraci.ones del apartado pr~
cedente,que incluso en el caso de estructuras sencillas, con un
nú.mero reducido de vanos y plantas f el grado de hiperestatisrno es
elevado, por lo que no es posrblp. llevar a cabo un cálculo medi_a,,-
te m~todos convencionales basados en el procedimientos de las fuer
zas (análogo al aplica80 en estructuras arti,culadas) w Además,
numerosas hipó·tesis de carga deben de ser consideradas en el cál-
culov En efecto,normalmente es preciso dete):mil1ar los valor~s e~
t.remos más desfavorables de los esfuerzos) y movimien·tos máximos y
mfnimos en las distintas secciones características de la estructu
:ca, bajo la acci.ón dc:~ cars¡as rn.ó·\files, lo que implica un esfuerzo -
(
de comp-o.tación cons.idera.bJe" l-U.. st-:-ór=Ccamente¡ eE:ta dificultad de cá,l
nu.lo· se d·"~-J·O~ ~en.·tl·r p--l·T1r~p~lnl~·l1~·n ~ p~~-·L·l·r d·c .L-~ cO~~~Y'~CCJ~611 -
_ ~ '....- t,;.:: .:;) _. _. __ .L _......L •. '.L..L ¡ ~_., '-,e Cl c~___. __ r o L1 •. ., 1.... .>.. ,-l ,
de las primeras estructuras entramados a finales del siglo pasado}
como consecuencia natural de la utiJ.izaci6n intensiva del horrni.g6n
- 9 -
armado como material estructural. Antes. a prillcipios de siglo pa·-
sadol fueron las construcciones rnéta.licas qU21 sus-tituyenc.:o u l¿ts de
fábrica, exigieron la creación de los ftl0~todos de cálculo ef,icient.(::;s
de las estructuras específicas que originaron (celosías de barras
articuladas en los nudos)., Fj.n embEu'go! es tOE pr.".)c[-?:dJ~rrtié~ntos de
análisis de estructuras, basados ell el rué-todo de ].a8 llfperes,táti-·
casi se mostraron incapaces en su c2l..1culo
de es-tructuras reticuladas cen un elevado g-racl
'
.) el'2 hj.. p'-::;:;~'i2~:::·t3_t:(S'r'l10.
No fue hasta época relat.i.va.::n.2J:'.'i':..e reciente ¡ en la. d-?::ca.dc1 de los --
treinta, cuando Hardy Cross expuso su conocido procedimieIltLo de
cálculo de este tipo de estructuras reticuladas; bas¿do 211 l.a re-o
las ecuaciones de equ:LJ.iblio ~e'-
sult:211tes d·'2 lJ,D. p1aJ.Lt·.(~2m.ten.t.o \~;n. 1110yrJll1i.e"nt.ou. Pot.:t.(--J.r:i_::-)\~':i)'1e ')T:''''- ¡'~¿')rt
Sll.:cgido nU'lnerosas varian L".:::;~; dc:lmé·tcdo dé~ CJ~<o;.:;s (I~.~i.tl:L
expondrá CD:"1 a.lgú.n c1.et.alle f el n~2t.Gdo
aplicaci6n y grado de intuici6n 0J&
T,/,t:m:L.i;;;;i.1tos como i!lcógnit.o.s
in'lrasl.2cionales)
tOllo de Cross y a el.la S2
El dE' -L'I:
Sin --
puesto que en el caso de tlormi
las leyes de esfuerzos y moviD~~~~ntos 211
barra) Y., y~, se deducen] J
mediante las ecuaciones de
·- ~Co O".
tar su resistencia mediante el uso adecuado de platabandas y una
v¿ri.ación longitudinal de la secci6n.
La determinaci6D de las restantes acciones de la estruc
tura sobre la barra\Y., V X Y Y se lleva a cabo como sigue:
,1 ... j (i "'j
(1) Las fuerzas (no.rrnales a la rcct:a r que une los extremos de la
independientemente para cada barra
equilibrio (7.3), en particular.-
1
de la COIldici6n de ntIlidad de la reSll1tante seg~n la direc-
ción de la normal a J.a recta r y del momento de las fuerzas
respecto a un pun·to arbitrariom
(2) por el contrario, las fue-za c X X no se pueden deducir in_o_. .!... ... 0 ... i I j
dependientemente para cada barra de J.as condiciones de equi-
librio (7~3) ya que 8610 existe una condición de equilibrio
de las fuerzas respec-to a la dirección r. Son precisas nuevas
condiciones. Estas se obtierlen del equilibrio de fuerzas de
cada nudo (el equilib:ci.o de. rnomenJcos en cada nudo autom2ítica
mente se satisface corno consecuencia del cálculo de Cross;c~
mo se ver& roJs adela11te). Para que esta determinaci6n de las
acciorles Xi' Xj sobre cada barra sea posible, e~ preciso que
la est:ructu:ca sea isost:.ática. considerada como una celosí'a. -
En el caso de que constituya un mecanismo, la estructura es tras
lacional o de nudos desplélzables cuyo estudio se pos, pone él po~
- /. lteriores capltulos, ya que, entonces, no solo os momentos Mi' -
M, deben de equilibrase en un nudo, sino tambi6n las fuerzas _
J
v y Dor el contrario." si es hiperes"t&"tica, no es r~osib18 d.2_~if j-.[ .
ducir con las condiciones de la est5tica el c§lcul0 de estas -
acciones X~, X .. siendo pre(~iso recurrir a condiciones de comp_2
.L J'
tibiJidad I en desplazamient:os r cuyo plantea.miento contradtce -
la hipótesis de barras infinitamen'te rígidas a extensi6n (elon
í
g abi.lic1ad nula. ~";;- = O)"
, l~, o¿
•
Se comprueba que el número de iEcógni tc_s exist.entes co-
rresponde 2 dos por barra
plazarnientos (giros no se
(X. ( X.) y un nÚ.ú1ero de coacciones de des
J. J
consideran) el.' es decir




El número de ecuaciones de equilibrio exis·tentes es una
por barra má's las dos de equilibrio de cada nudo,. por 10 tan-to;
E B + 2N (1. 8)
La situación E = 1, implica (salvedad hecha de situacis:
nes de geometría crítica) la posibili.dad del cálculo de las a.ccj.~.
d · d u· )1e la condici6n de isostatismones Xi' Xj1 es eClr,-cuan lO se e l~
de las estructuras triangulares planas.
(7. '9)
Un" modo cómodo de obtención de las acciones Xi f Xj sobTe
cada barra consiste en comenzar por el equj.libr.io de un nudo, no
coaccionado,en el que concurran tlni.camente dos barras. De esta for
-,..,0::1 1 acII ~'-c, O"" ,;:¡
barras
reacci.ones X. ~ X. pueden obtenerse en los ext2:"8rnOS de las 0-
J. J
coincidentes con el nudo v,mediante equiJ.ibrio de ~sta61de-
ducir los valores de las acciones X., X. en los extremos opuestos.
l J
A cont.inuación se plant.ea el equilibrio sucesi"vamen-te en los dis"-
tintos nudos y según un orden tal que en cada _nu.do sólo exi~;t.an dos
inc6gnitas (o barras con reacciones sin determinar). Se observa -
que esta técnica de cálculo se asemeja al procedimiento de Cremana
comentado en anteriores capítulos.
Una vez determinadas las reacciones actuantes sobreto-
das las barras, es posible obtener la ley de esfuerzos existentes
en cada una de ellas. En efecto 1 se deducen,Jn:ediante .las ecuaciOnt~5
elementales de la ResistE.~ncia de Maoteriales} las siguientes expre-
siones de los esfuerzos, para cada uno de los grupos de cargas que

























Figura '7~7. Acciones sobre las barras (is6staticas).
(a) Cargas actuantes en la barra (figura 7.7).
Los esfuerzos en la sGcci.6n (x = a, y .- b)son:
o L P (x a) p (b y) }ds O a)11 a = ! {m + ,. + - + y, (L -a y x J
O TJ COSG)ds "O(L ., r (-p senO, + p '1- l _ COSa,
0, a x -y J
(7.10)
en donde
yO _yO .L ds (7.11)~ +





+ ~ -¡'" px ds y c0nside~-a X.
~ enX. se J1. J
°tico de cargas.
lb) Cargas procedentes de las acciones hiperestáticas -
(deducidas del método de Cross). (FiGura 7.8).
Figura 7.8. Acciones de cálculo de Cross (hiperestáticas).
Los esfuerzos en la sección x~a, y~b son:
\! 1 ~ xl Cosa + y 1 sena ~ Xl cosa -
a J J J
1 1M Y M.i J
siendo
111 1q ~ -x. sena + Y. COSa ~ -x.

















Y j ~ -Yi ~ _Lr;--





la acción incógnita que se determina mediant.e el equilibrio de to-"
dos los nudos de l.a estructura.
- J.4 '.











y los valores de las reacciones de la estructura sobre la barra son:
X. .- v O + xl X. - x O + xlL> •1 :L :L '] J J
y. yO + 1 y. yO yl (7.17)= y. +
1 1 1 J J J
M. M1 1>1. M1
1 1 J J
En el caso de barra recta las expresiones anteriores se
simplifican en las siguientes, correspondientes a la sección x:
O
+ )lx
M. + Mi O
qx = J + CJ x (7 . 18)L
O
+ Xv = v
x x
Se obseL'va que se cumplen las siguientes igualdades, en















Teniendo en cuenta las igualdades anteriores, se SUeleYl
obtener gráficamente en la práctica las leyes de esfuerzos en ha
rras rectas para los casos más sencillos de carga,l según S2 indica
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Obtención de las- leyes de esfuerzos.--
Se deduce de la exposición anterior que,al menos en las
est:ructuras estrtct.a.r'8Dte intraslacionales (sus nudos sólo son sus--
ceptibles de movimientos giros, y satisfacen la condición 7.91, es -
suficiente el conocimiento de las acciones hiperestáticas Mi y Mj'
para la determinación completa d(~ -todas las leyes de esfuerzos en
las barras de la estructura.
- 16 -
En lo que sig-ue se expone el método de Cross, que perm3:.
te calcular los momentos Mi
nudos extrerr.os sobre la bal.:r.a
y M. producidos por la coacci6n de losJ -
i~j, cuando· act.l1a un conjunto de fuer-
zas arbitrarias sobre la estructura. Para ello, es preciso intro-




Antes de iniciar el cálculo especIfico del método de -
Cross y,;. ell generc"11:, de cualquier O~Cl:"O procedimiento de aproxilnac:i.,?-
nes sucesivas~ es preciso conocer los valores de unas magrlitudes
que dei)enden únicamente de la. g-eome-tría (curva directriz, v2.ria-
ci6n longitudinal de la secci6n, etc.) y material de la barra, es
decir, son intrínsecas a la misma. Estas son las rigideces y los
coeficientes de transmisión. Tamb:Lón es necesario ob~cener los es~-'
fuerzas de empot_rarniento rí'jido .fr. que dependen,; además de las carac
terístic¿lS intrínsecas de la barra, de su carga .actuante~
7.4.2. Concepto de rigidez a flexi6n de una barra
En general,si en una estructura se coaccionan todos los
gdl excepto uno, que se somete a una carga. unidaCl,el movimiento -
evidentemente eficaz con la carga- que se produce se denomina fIe
xibi.lidad de la estructura en ese c¡dl. Este concepto fue utiliza.do
en capituJ.os anteriores en el c&lculo de las estructuI'as articula
das, y su valor se comprueba que es independi.ente del nudo extre·-
mo de la barra gUG se liberúliza, ya que la reaccj_ón '1' I (figura ~­
7.9) ttene también valor unidad. Para las barras recta y curva las








En un cálculo ·en movimientos como el que se desarrolla en--I
el In~todo de Cross, es m&s conveniente utilizar las magnitudes inve~
sas a las flexibilidades, es decir! rigideces. Estú se define como la
fuerza que es preciso ejercer en el gdl de una estructura con todos -
los restantes gd1 coaccionados para producir u!"'. movimiento un:Lc1ad. En
general, la rigidez de una estructura depende del gdl que se conside-
re. En el caso simple de una barra biarticulada a extensión, la rig~_
dez es independiente del gdl (nudo) considerado, y su valor es inver··
so de la flexibilidad.
La aplicación de las ideas anteriores a los gdl correspo~
d.ientes a los movim.ientos de giro de una viga biempotradF.t es inme····
diata (figura 7.10).En este caso, no obstante, la rigidez depende -
del gdl (nudo) que se considere en el caso de barra no simétrica. -
Asi,se define la rigidez a flexión R., en el nudo extremo i, de una
1
barra biempotrada (*), como la relación entre el momento que se
aplica en dicho nudo, supuesto liberalizado al giro
la rotación que sufre, es decir,
M.




Las dimensiones de la rigidez son de fuerza por longitud
(momento)
7.4.3. Concepto de coeficiente de transmisión
En la barra articulada en un extremo i y empotrada en el
opuesto j, se ha definido la rigidez en i como la relaci6n entre -
un momento actuante Mi y el
ci6n, en el extremo opuesto
giro 8. que se produce. En es"ta situa--
1
j aparece un mornent:o, l:eacción de e~p2-
trarnierlto, qlle se designa por M~. Se denomina coeficiente de trans]








NüTAkL: Con objeto de indj.car la dirección de. aVa.~1ce cons:l.c}.~~rada
en la. barra! se d;·~~siSJna.n por 1 }7 2 los nudos extn::-::mos¡ a:0..
terior v pos-terior de la barra. Se utilizará en los :3uce































~igura 7.10~ Concepto de rigidez de una barra.
que representa la
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proporción del momento M, que
J.
se transmite, como
reacci6n, al otro extremo j.
7.4.4. Determinaci6rl de las rigideces y coeficientes de una barra.
Caso general
La obtenci6n de los valores R1 , R2 , '12 Y '21 de una b~
rra constituye una etapa previa de cálculo inprescindible en el -
método de Cross. Sin embargo" se puede comprobar que estos cuatro
valores no son independientes en'tre sí, ya que estan relacionEldos
por la eouaci6n:
Esta expresi6n se deduce de la aplicación del teorema de
reoiprooidad entre los estados 1 y 2 que se representan en la figu
ra 7. lia) •. En efecto, se obtiene:
es decir
que implica
que se reduce a la eouaoión (7.23).
Por lo tanto,s610 es preciso oalcular tres de estas carac
terlsticas, puesto que la restante se deduce mediante la ecuaci6n -
an"terior. A veces, ésta se ut.iliza para cOI':lprobar el cálculo d(~ los
cuatro valores R1 , RZ ' Y12 y Y21' qU2 J llevado a cabo independieIlte-
mente, debe satis~acer (7.23).
La determir12ci6n de las carac·terísticas de una barra re-
presenta el cálcu].o de una viga una vez hipercstática (artlculada-





FigL1LJ "7.11. Relaciones y concept,os fundamentales de una barra.
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c&lculohiperest&tico}es conveniente resolver el siguiente proble-
ma previo:
En una barra biarticulada deducir los coeficientes f ..
1J
(i,j = 1,2) correspondientes al valor del ángulo que aparece en el
extremo i cuando actúa un momen'co unidad en el extremo j (figura -
7. llb) .
Se observa que es·tos coeficientes siempre satisfacen:
f .. > O19: y
(en virtud del teorema de Maxwell). 1,a ma·triz f definida como
f =
se suele denominar matriz de flexibilidad de la barra biarticulada.
Es·ta matriz es positiva definida y simétrica. La obtención de los -
valores f ij puede realizarse mediante la utilización del teorema de
la viga conjugada (figura 7.12).
Este teorema expresa la ley de flechas y giros en una vi-
ga simplemente apoyada como las leyes respectivas de los esfuerzos,
momentos y cortantes, de o-t:ca viga denomino.da conjuga.da" Es"ta se de-
fine como una viga simplemente apoyada de la misma luz que la real
bajo unas cargas positivas, representadas por la ley de momentos -
flectores de la viga real dividida en cada secci6n por el producto
El (m6dulo de elasticidad por la inercia a flexión).
Haciendo uso de es t:e -teorema, se pueden obtener los val~
res de los elementos de la matriz de flexibilidad, f i " (figura 7.13)1..
puesto que las leyes de momeen tos flectores de la vi.ga real son li-
neales) 1 - L y L¡cuando el momento unidad ac·túa respec'civamente en -
los extremos 1 y 2 de la viga. De esta fórmula se deducen las expr~
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¡L (1 _ ~) 2 dx= O El
f 12
-F _f L x ( _ x) dx (7.24)= _. y;.L-Y;in~21 O
f 22
¡L (~) 2 dx= O El
Una vez deducidos los valores de las flexibilidades de -
la barra, f .. , se calculan las riaideces R. y coeficientes de trans
l] "l
misión y .. mediante combinación lineal de estados de carga bajo mo-
l]
mento unidad de la viga simplemen"ce apoyada (figura 7.14).
En efecto, en el caso del cálculo de R11 se deduce la con-
dición de empotramiento en el nudo 2, bajo la acción de un momento
unidad en el nudo 1:
(7.25a)
Por otra parte, el ángulo girado por el extremo 1 es:
Se obtienen por lo tanto, las siguientes expresiones:
(a) Coeficiente de transmisión
y 12 --
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Figura 7.14. Determinación de las rigideces y coeficientes de
transmisión.
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y análogamente para el nudo 2
(7.27b)
Puede a veces ser de interés determinar los valores de
las flexibilidades,si se conocen las rigideces y coeficientes de
transmisión de la viga. Las fórmulas que se obtienen en este caso
se deducen, como se muestra en la figura 7.'14, de las siguientes ecua
ciones que corresponden a lQS (7.2S'a) y (7.2Sb) anteriores:
o = f 12 + Y21 f ll
O f 21 + Y12f 22
1 f 11 + Y12 f 12e = =1 R1
e = 1 f 22 + Y21 f 21=2 R2
siendo f 12 = f 21 ·












Ej emplo 7> 1. Ca,lcular las rigideces y coeficientes de --
transmisi6n de una barra recta de luz L, inercia I y m6duJ.o de -
eJ.asticidad E constantes.
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La aplicación de las fórmulas (7.24) conduce a los siguie~
tes resultados de las flexibilidades:
L
3EI
l,as rigideces se deducen al considerar las fórmulas (7.29)
4El
----r-
y los coeficientes de transmisión son, segGn (7.26):
7.4.5. Cálculo de las rigideces y coeficientes de transmisión de
una barra
La obtención de los valores Ri y Yij de una barra recta
de sección variable puede llevarse a cabo mediante la aplicación
directa de las fórmulas (7.24), (7.26) Y (7.28). Sin embargo el -
cálculo analítico de las integrales puede ser en muchos casos en-
gor~oso y es preferible recurrir, entonces, a su determinación nu
mérica mediani:e fórmulas apropiadas (trapecios, Poncelet, Simpson
o bien, si se utiliza un cornputcador, fórmulas de Gauss). El cá.l-
culo numérico es recomendable en piezas rectas con cartabones ~­
en general, cuando existen distintas expresiones funcionales de la
variación del producto El. Sin embargo,existen situaciones con-
distribuciones sencillas, si bien descontinuas, del producto El,
que permiten evaluar las integrales (7.25) mediante consideracio-
nes geométricas, que permiten simplificar de un modo considerable
los cálculos.
JI,. continuación se muestran ejemplos de cada una de las
tres posibilidades anteriores e
- 27 ...
Ejemplo 7.2. Calcular las rigideces y coeficientes de -
transmisión de una barra recta de luz L, secci6n rectangular de -
canto constante y ancho variable linealmente entre b 1 y b 2 .
El m6dulo de elasticidad E es constante.
Las inercias 1 1 e 1 2 en los extremos 1 y 2 de la barra
son:
y la ley de inercias es




( 1)11 <1) parámetro que perroi te definj_:;: la ley
de variaci6n lineal.
~ = ?ix _. 1 variable adimensional (-I:f. f, ,f 1) •




(1-~) 2 __9-l_ =
1+)1 ~





L "1 X, X dx
___lc_f 1 (1··¡c2)~ L A( 1 1 A-·1 }f 12= -f O (-'--L!l~ = =
-_ .._._-
-





Las rigideces son! entonces,
El O 2R I
A~
-(2v-I)}.- L {----A-I
EI O 2H2 =
{JI. "--_ + (2v+1) }L A-I
y los coeficien,tes de tral1smisi6n son:
Se comprueba que para ~ -> O, A = l +
2
\1~ Y se obtienen
l
= 2 con 10 - l 1
Ejemplo 7.3. Calcular geométricamente las rigideces y los
coeficientes de transmisión de la barra recta de luz L, con la va-
riación de inercias de acuerdo con la ley que se muestra en la fig~
ra 7.15. El. módulo de elastici.dad es constante.
Las ~reas de la figura 7.15 son,
S1
1 L 1 L
- :2 = "63EI El
S2
2 1 1 L
_..-
:3-i':I 4 = 12 El











Figura 7.15. Ejemplo 7.3.
(ee) /1r~Ct ...A~
• ) !
(hJ J¡ i!) i.\ /J ~, L'el 'l/e
Figura. 7.16. Ejemplo 3.4.
Se deduce:
f ~ 2 e: 2:. 1 1 1 1 7 L 29 LS13 + + S3(-:X+12) ~ (9+-;21¡+ 144)];;1 ~ 14411 ~2 2 El
f ~ S -~ c' 1 -1- S (.~ -1- _L) (1, 1 + 7 ) L 29 L+ ~ ~ 144--22 13 "'2 ? 3 2 12' 9"- 2-4 144 El El
S 1+ .22
1 1






Por lo tanto, las r~gideces y coeficientes de transmisi6n

















Ejemplo 7.4. Determinar numéricamente las rigideces
ficientes de transmisi6n de la barra que se representa en la
/
ro. 7 ~ 16 ~ de sección recta.ngular de ancho c.óbstante y can"to variable
4/ 4 ' _
In , 1 2 ~1¡j m • La luz es de 10 m. y
modulo de C'lasticidad E ~ 1 tm-2.
d ' 'd J 'a en 10 tramos,de 1 m. y se construye laSe lVl e _a Vlg - - - -
. ' '
la fo~~;-"':\-ula de los tral_-:oecios. ",as lnerClas -tabla 7.1, que expresa LL¡
1 ljertes a su sección cen-de cada tramo se consideran as corresponc _. ,,1 ,
tral.
-- 31. -
0.55 0.45'0.3025 0.2025'0.2475 2.85°1°·8
• 0.65 0.3510.42251°.122510.2275 3.613
1
1.5
0.75 0.2510.5625; 0.06251 0.1875 4.67312.6
0.85 0.15 0.72251°.0225 0.1275 6.19314.4
0.95 0.05 0.9025 0.002510.0475 8.451. 7.6
T r 117 . 9
Tabla 7.1. CálcuJ.() de J.as flex~bilidades
r -~--- (1) i (2) r(3)-I-G1lí-(1).(4)~-(2)~(4)-r (3).(4;~1
I x x (x)2 !( . x)2 '(1 x)x i 1 I I
',L 1r:;, L ! 1r:; I ~-L L ; EI(x) J' I I
I I • í
:--1O• 05 0-.9 si O• OO2 5 . O.90 2 5 ,-O. 0475 11. 085 i O. 00 27-¡ro. 97921 O• 05154 1
O. 15 0.8 5 ¡O. 0225 iO• 72 2 5 i0.1275 ! 1. 28611 O• 02893 i0.92913 !O.16396
I 0.25 0. 75 10 . 0625 1O• 5625 1 O• 187511. 540
1
o. 096251 0.86625 ¡0.28875
I 0.35 0.6510.12 2 ~ ¡O. 4225
1
O• 227 511. 865 10.22846¡O• 78 7 96 i0.42429
0.45 O. 55 ¡O • 2 O2 51' O• 3 O2 5 I 0.247512.288 i O.46332 i 0.69212 I O.56628





4 1 5 • 73 ¡5.09_~--1
Resulta f 11 = 5,73
f 22 -- 17,94
R1 = 23,3 mt.
R = 7,4 mt.2
7.4.6. Homentos de empotramiento rígido
Los mamen-tos de empotra.miento rígido cons-[:i tuyen los mo-
mentos de reacci6n (acciones sobre la barra) produci,dos por la coa~
ción al giro en los extremos cuando ac·tua un2. ca.rga de-termina.da" El
procedimiento de cálculo que se considera se basa en obtener los
O °valores de los &ngulos de .giro¡ e .. y G), en ].05 extreIQOS de la ba-
J. _.
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rra,supuesta simpleme~te apoyada,bajo la carga~ El cálculo de estos
giros puede efectuarse según las fórmulas de Mohr, o bien, por medio
de la viga conj ugada (fig-ura 7.17). Si 1'1~ Y 1'1~ son los momentos de
empotrarnient.o rfgido que E;e buscan, se deducen fácilmente las si-
guientes condiciones de compa-U.b:i.lidad (giro nulo en los apoyos) -
que permiten su cálculo:
8 1 = 8
0
+ f n 1'1
0






+ f 21 1'1
0










- f f f 12 f 21
-R1 e 11 -11 22
1'10
_eO f n + e
O f2 1 21
°=
-fnF;2 = -R2 e 22 - f 12 f 21
(7.29)
(7.30)













de momentos flectores que aparecen en la viga .-
acción de la carga cuyos momentos de empotramie~
to se buscan.
El cálculo de las integrales (7.31) puede efectuarse me-
diante procedimientos diversos: analíticos, geométricos o numéricos
(Poncelet, trapecios; Simpson, Gauss¡ etc). A continuación se indi-
can algunos ejemplos.
Ej emplo 7",5 o Obt:.cner los moment.os de empotramiento rígi c.
do de la viga del ejempJ
tical descendente (gravi
da en toda ].a luz~
'7.2., bajo la actu2ci6n de una carga ve~




Figura 7.17. Determinaci.6n de los momentos de empo'tramientorfg,ido.





La ley de momentos flectores isost§ticos es:
)1~ = ~ x (L-x) :e'. (J - ~)L· L
Los giros en los extremos son:
o L 2 Le = -p_¡









~} + ~}3 3
~} + ~}
Los valores de empotramiento rígido se deducen de las
exprestones (7.30).
En el caso de secci6n constante ()1=O) se obttene




Ejemplo 7.6. Calcular los momentos de empotramiento ríg.:!:.
do de la viga del ejemplo 7,.3 ¡ bajo la acJcuación de una cé~rg.él ver
tical descendente concentrada e11 el centro de la luz; de valor P.
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La ley de moment.QS flect.ores 5-sost:a.ticos S8 n'tuestra en
la figura 7.18, así como la viga conjugada correspondiente.
Las áreas de la figura 7.18 son:
s*
PL 1 L 1 1 PL2
= 4El 322 48 El'1
s*
PL 2 1 L 1 PL 2
= 4EI 324 = 48 El2
s*
PL 2 1 L 1 1 PL 2
= 4El 32 4 2 = %3 El
El cortante deduce, por . t ~en un apoyo se SI.me rla; como suma
de las áreas anteriores, es decir:
eO 1 1 1 PL
2 5 PI}
°- (-- + 48 + %)-El = '96 ~- -e1 48 El 2
y los momentos de empotramiento rígido son:
('7 M
O 5 pi,2 f 22+f12 5 ~\\l}. 14 4 P:L= 96 f ll f 22-fI;
=
----n"fo--1 El 96 o- -M2
Ejemplo 7.7. Calcular los momentos de empotramiento rígi
do de la viga del ejemplo 7.4 J bajo la actuación de una carga uni-
forme grav.itatoria de intensidad lo extendida acoda la luz.
El calculo de las irltegrales 7.31 se lleva a cabo num~ri
camente mediante la fórmula de los tr-apécios y se esquematiza en -
la tabla 7.2, es decir:
.2 LJ2~f2 O
La viga se c1tvide en diez ·t~camos iguales de lor1l]it:ud 1 Dlo
Y la tabla 7.2 puede considerarse como COlltirluaci6n de J.a tabla 7.1
d}:l'terior ..
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Tab.la 7,. 2 ~ Cá.lcFlo de los }noment.os de e.mpotrdmient:o rígi(o .
.~---~~--
( 5) ( 6 ¡ ( 4 ) (5)-(4)
x x (x \ 2
-1) 2 " x, 2 1-~ 1 .. -:- J (1 Ci:¡ (1 .~ ,,~ )lo L L .'c L El (x)
OoO~S12 lo 08S 0.00257 0.0~896
0.10837 1. 286 0.02459 0.13936
0 .. 14062 1. 540 0.07218 0,,21655
O"lrJ78"! L 865 0.14849 0,27578
0,.13612 2.288 0.25481 0.31144
0.11137 2.850 0.38794 0.31740
0,07962 3.613 0.53425 0.28767
0,04687 Lj .. 6n 0,6'5712 0.21902
0.01912 6,193 0.67114 0.11841
O.. 05 Oo95 O.. 0023-/
.0 15 (¡ ~ [;5 O 01912
!
,O o25 O. '/S O 04.G87
;O~ 3 :) (). 65 O 079(,)2
O, 45 O 1:- r O,11137_) J
O 55 1) • 45 O , 13612
G ~ 65 O 3Ei O.14787
O 7 ~) O ?,. O, 14062._. :)
O" 85 ,- 15 O~10837" .
O 95 O 05 O. 04512 0.00237 , 8.451 0.38131 0.02003
,--_.._-.~--_."'----'--- . _.~-< --~._._._--,--_.~.__._-----, _.~------~----_._-¡--------.-.~_._--~_._--~._-----_._-.. ,i 3.13 1,95
_______ • __, • •·_. • __>_.· ' ~_. ,---~---- ••-~u~--_________,--- ~_~_~ '_.~ ~_. ,
Por lo tanto r se deduce:ldela citada tabla, los giros
de los (.:'xt.ren"los ~
3
8i-'~!I 1 t 95 J~
38~ = ~I 3,13 lo
r;c0 23 f 38 i Ot 89 O 13,0 rut.•11 - - . 7,408 2 =
1'10
° 0,28 23, 38 i -5,0 rn-t o- 7,40°2 + . =2
Las fórmu].as nnteJ"j.o:ces pueden extenderse de un modo in-
med:i.ato él sit.uacionss que J_iquen barras curvas, poligonales,etc
e incluso a cs'tructu~as en Jas que se puedan distinguir dos nudos
(ex·tremas) smpotradcsn A con'liIluaci6n se exponen algunos ejemplc'sr
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en los que se muestra la -técnica operat:iva de cálculo, que ahora
se modifica. lj,geramente" ya que la. situa.ci6n b.iarticu1ada de la -
barra recta (precisa para la determinaci6n de las flexibilidades
f ij ) era una estructura isostática y ahora, en la situaci6n gen~
ral¡corresponde a una estructura una vez hiperestática.
Ejemplo 7.8. Determinar las rig,ideces y coeficientes -
de transmisi6n de un arco parabólico con proyeccci6n vertical -
constante de la inercia6 No se consideran las deformaciones debi
das al esfuerzo axil ni cortante (figura 7.19). Obtener los mamen
·tos de empotramiento ríg.ido bajo una acción gravita tor'ia de inten
sidad p por unidad de proyecci6n horizontal extendida a toda la .,
luz.
La d:Lrectrj,z del arco, si se adoptan los ej es de la fig!!:.
ro. 7.19, es:
con
El cálculo de las flexibilidades exige resolver el arco
biarticulado de la figura 7.20. Por otra parte, dada la simetrfa -
de la estructura, se obtiene f 11 = f 22 , adem~s de que f 12 = f 21 . -
Por lo tanto) sólo es preciso conooe:r dos flexibilj,dades (f11 y f 21 )
cuyo cálculo es hiperestático y puede descomponerse en el de dos
estados, como se muestra. en la figura 7.20. Por consiguiente:
f 11
O X 1= f 11 + f 11
f 21
.0 1
= t 21 + X f 21
En el escado O, la ley de momenl:os flectores j"sos'cá U,cos
O
es )lx = •. (1-~) Y los valores de los mov.i.mient.os se deducen según -
el teorema de Castigliano (fórmula ~.9) y,teniendo en cuenta que







Figura 7 .. 190 Ejemplo 7~80
..'
Ji
Figura 7.20. Arco biarticulado.










-ET f O(l-t,:) l; di; --J. O
fL
3"ElÜ
Análogamente, en el estado l se obtienen los movimient:os
1(con)l = y):
x
fl 6 0 fL (por reciprocidad)-- = -n 3EI O




La ecuación hiperes·tá"tica (compat.ibilidad) es:
con lo que X =








O 1 L f 12= f 21 + X f 21 = 24EIÜ
_.
Las rigideces y coeficientes de transmisi6n son:
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Lo;~ mOIPc:,n-cos de Slnpct".J::'¿cIE:Lcnto r.fg-i.do son nulos r ya qu.e -
la directriz parab6lica (~o):'rGSpOndef al TlO existir acortamiento ni
deforluaci6n de cortante f al arl·tifuniculaJ~ de la carga uniforlue en
horizont~l, Se obtiene este mismo resultado de un modo analitico "-
Ley do mOmel)-tos Electores isostáticos (estructura del es
tado O)
que pl:'oduce un m()vi.m:i.en-;,~o horj,%o:ntal Of\, " de ,,'alar
O
f\, _ /" O YO ~x .
La reacción hori.zontal hiperestática X es:
La ley de mOlTlelY(:OS fle:c"to:ces f en el es"tado final (arco
biar-ticulado) es
-:- X 1 P x(L··x) O~x .- --2--- - X Y =
y los giros EJ~ y 8~ son por lo tanto nulos" así comó' los momentos
de empotramiento correspond.ientE:s (l\1_~ ;;;;;; M~ ::.; O) .
Ejernplo 7 ~ 9 ~ Una viga continua est.á compuest"a de N vanos
iguales;cada lIno COD rigidez R1 = R2 = R;y coefici.ent:es de transmi-
sión y _ = y 1 := Yc Si se considera. est.a vi,ga como una barra de dOf-~12 2".
nudos, el primer y 6ltimo apoyo, se desea conocer: a) Flexibilida-
do,". b) Pj_gi.doco::: y coofi.ci.ontes de ·transmisión. (Figuro. 7.21).
Se denom,ina un (~l ~;nqulo gtrado pO.l: el apoyo n-sima ~




f (l) = =
'12 81
Si N>l se puede plantear la siguiente ecuación de equi-
librio de moment:os en el nudo n:
(n=.1,2 .. ,N) (7 . 32)
y las condiciones de contorno para n=l y n=N conducen a las rela
c.1.ones ,.
R 8 + y R 8 = 1O 1
(7.33)
(momento unidad en el nudo O).
(momento nulo en el nudo N) .
La soluci6n general de la ecuación en diferencias (7.32)
es:
siendo sen2a = y o bien tg2a
Las ~ondiciones de contorno (7.33) permiten determinar






y el ángulo en el. nud.o n-sima es
2












-~ ·:R~-cos 2 ¡;, f(N)21
Las rigideces y coeficientes de transmisi6n de la barra
pueden deduci~se mediante las expr¡~SiOnés (7.28) y (7.29) ( o bien
directamente, modificando la segunda cond:Lci6n de contorno (7.33)
en el. nudo N, por la siguiente:
0N =::: O (eE,pot~ra.mi(~n.t.o en el nudo N)





y el ~ngulo en el nudo n es
e
n
n 2N-n(tgl<) .- (·tgc:)
--.-----'T]l-------
1+ (tga)-~
La rigidez es directamente RlN) , es decir
( -j )R .I\J
1 - E cos20',
(NlR '
2
y el coeficiente de transmisi6n es




7.6. CARACTERISrrrCAS DE E.ARPAS CON UN EXJTREMO l\.I\TICULADO
------_._------------------ .-
Las definiciones y cálculos anteriores hacen referen-
cia a la situación eJe barras biempo·trad2s, es decir, con sus dos
nudos extremos coaccionados al gj.ro. A veces puede ser de j.ntere's
considerar barras con uno de sus extremos liberalizados de la
coacción al giro, y determinar sus características de rigidez y
transmisi6n. La extensión de estos conceptos a este caso es in-
mediata, puesto que el nudo liberado carece de rigidez a flexión.
y el coeficiente de -transmisión del momento actuando en el extre
mo opuesto es nulo, ya que no puede soportar 1';.ngun momento. Por
lo tanto, si se supone articulado el nudo 2 de la barra recta de
la figura 7.22, (empotrada-apoyada), la rigidez R~a y la transmi
.• ea d f" "Slon Y12 se e·lnen como slgue:
Rea =1 y
Evidentemente, se deduce inmediatamente de los result!'l.
dos de los apartados anteriores, las expresiones siguientces:
(7.34a)
Además, por definición, se escriben las igualdades
ea
Y12 = O
Si el extremo 1 correspondiera a~ apoyado, las fórmu
las .anteriores se convierten en ~as s~guientes:
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Figura 7 o 23~ H21iJ.ci6:iJ. ent:.rc- los Inomentos dG' en:potr3.nü.c-:-ntD rig5.do
de la barra bieffipoirada v empotrada-articuladaD









siendo R1 , R2 Y Y12' Y21' las caracterfsticas de rigidez y transmi
si6n de la barra general (biempoi:rada).·
Evidentemente; si ambos extremos de una barrél estuvieran
apoyados, todas las características anteriores serían nulas.
De un modo análogo¡ se puede d,efini;:- l::,.l momento de empo-
'tramiento r~gido de una barl'a con un ext.remo a.l:t:iculado ¡ como se _.
indica en la figura (7.2 2d). Es d(~cirJ el momento que ap¿lrece en el
extremo empotrado, bajo la acción de una carg-a directamente aplic~
da s6bre J.a barra, al no p8rnlitir el giro y supuesto el otro nudo
extremo articulado.
La obtención de est.e mornento de 8:t"npotraJP,iento r~gido e~;
inmediata. En efecto; denominando e~ y e~ los Gllgulos definidos -
en (7 o 31), se deduce, par2~ la barra. empot:L:'ada-·cccciculada.
MO ea --
1









de empotrarrüent:o , -d):-1. 9 J.. o es:
De un modo ,semeja.nt.e, se obtiene para la barra o.rticu
lada--empotrada:
y ,.¡Oae °, 1 -
A veces p'llede SC~·,C i.nt(:'r('~:3~1.nte calcular los liDment.os de
empot.r:uni.ento r :L"g- :Ldo de una b3.1~r(). cOr!o un ext.remo arti.culado, en -
función. de los mOJ'ller; 1::OS 00 empotra.mie.nto rf~}ido de la b:lrra supue~:
ta biem;?o-trada bajo la mif]ril¿~ ca.rga, Est.a. sit.nación e c: fJ.::'ecnent.c r -
ya que J.Ob rnomcnt.o.s de la ba.J:'l.'Ei. bjJ~n·lpot.:cada normal.lnerÜ:c se enCUCD"-
trc-Hl t:.abu136os y precj.SO;GD ocasiones r conocer los momentos (rlO
tabulados) de la barra ar·ticulada en un extremo. La figura (7.23)
ilustra la deducci6n de los si.guientes resultados:
.1 ,0G3.,) 1
()
lV1 -1 y (7.35a)
y O
~pU n._ == O
1 (7.35b)
Ejemplo 7"10~ Obt.ener las caractertsticas de Ulla barra
empotrada--apo2'ada" así como 10:'3 momentos de empotramier..to rfgj_do -
de las aCCiO!1cs·de carga gravitatoria,s; (a) Puntual
en el centro de la luz (b)" Un:Lforlúe extendida a toda la luz. La
barra se supone de sección y :ma.t.c:ciéJ.l constantes;con caracterf'st.icas
El Y luz L.
Según la f6rmulu (7~·:3 4 a.)} ,se deduce
R~2c 4FT 1 • 3E1
--te:. (1 2- ~) L
Los momentos de empot.ramiento rígj_do son en cada caso.::
(a) Carga puntual de intensidad P.




,., i\ '7 ,..
por lo que
(b) Carga uniformeTl'tente dis'tribuida en todú la lúz ¡ de intensidad p ~





y en la barra empotrada-'articulada son
",Oea
"1 1
3 pL 2 pL~
-
"2 -1"2 _. 8
La extensión de los anteriores conceptos y expresiones
a barras no rectas y subestructuras es j.nmediato..
7.7. ECUACION conSTITUTIVA DE UN.A BARRA
Considerando las definiciones an'teriores de rigidez y
coeficiente de reparto, así carrto el concept:o de mamen-to de empotr~_
miento rígido, es posible determinar los momentos reacción que -
aparecen en los extre!l10S 1 y 2 de una ba:cra biempotrada (recica, _.
curva o subestructura) sometida a unas cargas directamente aplic~
das sobre ella , cua.ndo es-tos extremos experimentan unOf'; giros el
y 6 2 respectivamente (figura 7.24). Se supone que es'cos nudos ex
tremos no se desplazan.
Los momentos finales Mi y M2 pueden calcularse como su
perposición de los tres es·tEdos que represeni:a la figura: (O), em-
potramiento total
extremo (1 Ó 2) y
en los ex·tremos, (1) Y (2), empocramien·to en un -
•
articulaci6n en el opuesto (2 ó 1). Se deduce¡-
de este modo, la expresi.ón
H~ Ni -1- 2 '10 R1 + R.~ °2N1 = -1- N1 - ¡" -1- 61 '1 2l1 L
(7 .36 )
/12
7\11 0 o:. ]'11
-1- N1 2 -- "lO + p
°2


































/" "f J. ,-
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en donde ,Ivl~ y N~ son los momentos de empotramiento rí'gido que ap~
recen en los extremos de la barra bajo la acción de la carga apl!
cada directamente sobre ella.
Los movimientos de cualquier secc.i.. ón de la barra se de
ducen, asimisrno 1 como suma de los tres estados anteriores" Sin em-
bargo, con frecuencia, es más eficiente considerar la situaci6n-
de viga apoyada bajo las cargas directas y sendos momentos M1 y M2
en sus dos extremos.
Ejemplo 7.11. Ley de flechas (y) verticales (elástica)
de una viga de sección constan'te .. bajo la acción de los momer:tos .-
(MI y M2 ) en sus extremos (figura 7.25). Se deduce de la figura -




x~ .. L' (x=O Y x=L corresponden respectivamente a los extremos 1 y
2 de la barra) .
1,08 valores de las funciones de t; se resumen en la tabla
s~guiente con abscisas a décimo~; de luz.
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El interés de expresiones de este tipo se hare eviden-
te m&s adeJ.ante al estudia]~ las líneas de influe!lCia~
La ext~ens:LCn de JaD f6:crnule:1s 7 ~ 36 2. ba:;.-:r3-s no rl~c-tas ':-i
::::uLe:::;t-ruc't-UJ:"cL':; es i:i.1rnedia.ta; f;l;3í como a.l caso de articulación éi'¡
un extrerno e Así f se c1edu.cen pé':C3. e.,::,ta úl timd si.tri.é:lción r la::; f6:nnu-
las stgu:i.ent:.(~s:
~\ );10ea + Rea (ll1 J 1
¡vi = O2
o bien












S = 2" y k 3
7.2. Calcular las flexibilidades de la barra recta de sección -
rectangular de ancho constante y canto variable linealmen-
te, representada en la figura7.27. Aplicación para:
1
7.3. Calcular la rigidez y coeficientes de transmisión de las vi
gas representadas en la figura 7.28.
7.4. Se conoce,l en una viga de extremos 1. y 2 Y long i tud L las ri
gideces R1 Y R2 Y los coeficientes de transmisión Y12 y Y21·
Si se supone que est~ sustentada en voladizo, es decir, em-
potrada en el extremo 1 y libre en el 2, se desea conocer -
Ola flecha 6 y el giro 02J. que aparece en el extremo libre;--
bajo la actuaci6n de una carga vertical unidad. leGaJo seria
el &ngulo girado, 022,por dicho extremo, si la acción fuera -
un momen-to unidad?
7.5. Rigideces y coeficientes de transmisi6n de un arco circular
de radio R y secci6n constante de caracteristicas EI~ El se
mi~ngulo en el centro es a~ No se considera la deformaci6n
axil ni de cortan"te. Fi9ura. J. 29.
7 o 6 ~ Se considera una viga cornpuesta. de otras c1o~;) de longituéh::s
] t "" I . , . T)a. Ra a a Rbél Y ) Y carac erlSC.lcas respec"Clvas .L\'l' 2' "Y 12 , Y21 Y ·'i(b b bR2 , 1'12 "':l Y21' corno' Sf~ ind~lca en 13. figura 7~30. Se desea
determinar sus rigideces y coeficien-tes de traIlsmisi6n. Si
M~7de cada una de las dos 'vigas bajo J.d acci




Figura 7.26. Ejercicio 7.1.
l..
Figura 7.27. Ejercici.o 7.2.
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Figura 7.29. Ejercicio 7.5.
]:epari~ida de illtcDsidad
empotr2rniento rígido de lQ vig~ compuesta.
7,7< D'::ldc: U{;¿~ vi<.:Jd co:ntin'ua c)(; N vanos desi9"Uéll.es~,consti i.:::llióos -
. . .. """r--:> .L(.", ,<"" .•...,' • e ¡,n pD n npor barr2S de luces In y l.a_0CL_l~.~I~ __ ca0 ~lr ~2¡ Y12 Y Y21
(n:::: :1{2,- fL'-:¡)) se desea obt::.c.neJ:" uné."1 fÓ:rTllJ.la de J:ecur:cencia
-N ·-N "N o'Npara el lcl.-l.lo de las céi.ra::;t~er1,sti.,:as R1 r R2 r y 12 Y y 21 de
la viga continu2¡ consid2J~ada como una barra con dos nudos.
7 ~ 8" De Jce::::-rn:L n a:r." lé1s caract.erí ~3L:i..c::a,s de una viga compuesta de N --
) -, 1 .,., ., 1 ·,..,,·_ .... J_·s c::'_·., l')n "[111 TI n.~ar)~as (¡8 .L.ongJ.Luaes ~n ) C~~aCLer.L~.1.1Las ~lr h 2 , YJ.2 Y Y21'




mamen t.D,S ¡ 111 Y
barras;, debi(J"o,~;"
bajo la acci6n de unaempotJ~anliento rfgi.doeS.e
de intellsic1ad p en toda 1.a luz. conociendo los
(
M~ de empo~~amiento rígido de cada una de las
a la m:LSTIl2 carga uniforH1E' Pr usando;, asJ'.mismo , una
recur:cencia, "
7.9. Determ~nar en la barra recta de la figura 7.31:
a) Rigid2ces y coeficientes de transmisión.
b) r·'iom(~;nto~; de (-::mpotLami.ento r.í'gido por la actuac:Lón de las
cargas gravitatorias siguientes:
-Carga uniforme de valor Pg
-Carga puntual P aplicada en el centro del vano.
-Carga puntual P aplicada a cuarto de luz desde el extremo 1.
7eJ.O. Determinar J.a rigidez y transmisi6rl de la viga celosía regu·-
lar de la figura (7~32). Con~arar los resultados obtenidos -
con ].os aproxivcldos seg~n una tec)ria como viga recta sin de-
forlrlacj.ón de corta.J'l'(:e: Apl:i.céción al caso:
n~2 n4
.- 55··
Figura 7.30. Ejercicio 7.6.
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7.10. Se consideran dos estados de carga. Un momento uflidad en un
extl-:-en.i.O elE: la viga --es-Lado 1-, cuyos esfuerzos SOD.en la ba-,
rra i,N~ Y lID estado 2 r debido a un momento unidad en el
otro extremo de la vig2,qlle produce los esfuerzos N~.
1
Las flexibilidades l'




















la flexi6l1 (esfuerzos en
correspondientes al cor-









1 2 {n+1) (4n·-l) E~ +
12n a ~ta.g a 1














Las flexibilidades como viga sin deformación a cortante, ca!!.
siderando que la flexión es resistida únicamente por las cabezas,
















+ "3 E$1 .
2
Se comprueba que estas flexibilidades aproximadas¡cuando n -
crece,se aproximan a las exactas.
Las rigideces que resultan son:
2
= = a tg aR2 --1---1--2n (- + --)$11 $12
2 28n -3n+1 + 8n +3n+1 + 6tg3a (__1_
E$11 E$12 . sen3 a
• 2 c_ 2
2n -3n+1 2n +3n+1 3 1













(n+1) (4n-1) + (n-1) (4n+1) _




3 1 1 16tg a (--- -,-- + ..,-)





Los valores aproximados de las rigideces, deducidos a partir




qlJ,e t.i,eD(~_el1 él los vaJ.c)J_'E'_S c:ga.ct:ü3 cua.ndo n crece o·
La aplicación nUTCL¿?ric:2. condl.Jce a lo;:> valores:
.-1_ (;:{___ r--=
fU
1 9 13 1 1 ( 3 r\ 2---(--- + ---) + + -----) = + T) -- f 228a E"l E0 2 4a E0 3 ED q E0~
1 7
















f~2 1 (~ 1 2 1 ..-,-.- 1 11 lo;;- - -, + '3 --) 3a 3 1':;'0 E"2 Ena 2 !.J~" 1
R* E¡¡a ,..... * YJ'_) 'y"" 1-2-- l.'\.2 =1 21 2
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8. METODO DE CROSS. ESTRUCTURAS INTRASLACIONALES
8.1. PLANTE~lIENTO GENERAL DEL CALCULO EN MOVIMIENTO
Sea una estructura intr¿;s12"cicnéü some"tida a unas cargas
actuando indis"tintamente en nudos y barras. Desde un punto de vi~
ta de planteamiento enffiovimientbs se puede calcular la estructu
ra como suma de dos estados. En el primero¡denominado inicia~ se
supone que no existen movimientos (giros) en los nudos. Para ello
se introducen en estos unos momentos exteriores adicionales,
que impiden las rotaciones de los mismos. El segundo estado de -
carga, corresponde a la actuación de unos momentos en los nudos,
opuestos a las reacciones del estado inicial -y por lo tanto los
liberalizan- que permiten susgiro& Pstesegundo estado de carga
se designa frecuentemente como estado modal o de movimientos. La
figura 8.1. ilustra el cálculo de una estructura reticulada como
suma de los dos es"tados anteriores.
Se comprende que el momento ex"terior que es preciso
aplicar a cada nudo n, ~ ,para que no gire bajo la acción de las
n'
cargas aplicadas, es igual a la suma de los momentos de empotra-
miento r{gido en el extremo (1 ó 2) de cada barra i que conecta














con M~i Y M~i los momentos de empotramiento rígidos en los nudos
1 y 2 respec"t.ivamente de la barra i. N1 e N2 son los conjuntos de
barras cuyos extremos 1 y 2 coinciden en el nudo n. Es·to implica
que es preciso n¡nnerar los extremos de las barras, de acuerdo con
un sent5_do de 2"ilance; normalment.e J en es"tructuras en edificación)-





Figura 8.1. Cálculo en movirr:ientos de un entramado.
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Se comprende que en el estado inicia.l la estruc-tura es
compatible (cada barra se deforma como una viga biempotrada ba-
jo las cargas directamente aplicadas sobre ella); sin embargo
los nudos no están en equili.brio, ya que el momento resultante
sobre cada nudo n, tiene como valor
H
n
quejen general, es distinto de cero, siendo preciso in-traducir, -
para que el nudo se encuentre en equilibrio con giro nulo (coac-
ciones a la rotación), los momentos exteriores H
n
, En el segundo
estado de cálculo, se liberan estas coacciones, mediante la apl!
caci.ón en cada nudo de los momentos opues·tos (-1\), Y se deter-
minan los giros de los nudos de la estructura bajo estas cargas .-
concentradas en ellos. Este cálculo modal o en movimientos" exige
obtener el giro en de cada nudo, que,por continuidad de las ba-
rras,es preciso que los extremos de €stas coincidentes con el nu
do sufran la misma rotación en' Esta determinación de los valores
en de cada nudo implica la resolución del siguiente sistema de -








- N llEc 2
+ M = O
n
( 8 , 2)
en donde Mi i y M;i son los momentos que aparecen respect.ivamente
en los extremos 1 y 2 de la barra i cuando se producen unos giros
. 1 1
en sus ex"tremas le.,., y 8 2 , ~ Estos momentos tienen, segú.n el a.pa~J_.L ~l
tado 7.7,para una barra i que une los nudos nI y n2, la expresión
sigui.ente:
o O~O:'::'I:---i.'l..: Los valores negativos de los momentos H1i y M2i se de-
ben a que se trata de acciones sobre nudo que son opue~




+ R2i 82i= 8li Y2liIi
I I 1 (8.3)M2i = R2i 82i + Rli YI2i 8li
siendo R1i , R2i las rigideces de la barra i,Y Y12i Y Y21i los
coeficientes de transmisión.
I ILos giros 8Ii y 82i que aparecen en los extremos I y 2
de la barra, deben de coincidir, por continuidad, con las rota-
ciones de los nudos n1 y n2, es decir:
y (8.4)
El sistema (8.2) corresponde a N ecuaciones (una por -
cada nudo) y tiene como incógnitas las rotaciones é'esconocücas e
n
de cada nudo genérico n.
Con este segundo estado, la estructura alcanza su posi-
ción de equilibrio mediante giro de todos sus nudos. El estado -
final corresponde a la suma de los estados inicial y modal. y pe:;:.
mite calcular los valores de las reacciones M1i , M2i que apare-
cen en cada extremo (1 y 2) de la barra i, es decir:
Una vez conocidos los valores (~11i y M2i ) de los momen-
tos en los extremos de cada barra, la determinación de las leyes
de esfuerzos sigue la pauta indicada en el apartado 7.3.2. del -
capítulo anterior.
Se comprende que la mayor dificultad de este método en
movimientos reside en la resolucj.ón del sistema (8.2), puesto que
el número de inc6gnitas es igual aL de nudos de la estructura,
lo que impide un cálculo convencj.onal en estructuras normales con
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un número elevado de nudos. El lnétodo de C1:'O.sS permite ob"tener,
la resolución del sistema (8.2) mediante aproximaciones sucesi-
vas, que presentan un elevado cont.enido físico e intuitivo~ y que
;
utiliza) re.i·teradarnente} línicamente dos cperaciones de cálculo: -
reparto de nudos y transmisión a lo largo de barras, que se ex-
pondrán en el siguiente apartado.
Ejemplo 8.1. Calcular la viga continua de dos vanos -
iguales bajo la acción de una carga uniforme extendida a uno de
ellos. Se utilizará un método en movimientos (figura 8.2).
El estado inici.a1 1 correspondiente al empotramiento rí-
gido en todos los nudos, supone introducir los momentos exterio
res en cada nudo (figura 8.2b):
y
La liberación de los nudos se lleva a cabo mediante la
introducción de los momentos exteriores contrarios a los anterio
res, que producen los
tra en la figura 8.2c
giros incógni leas 81 , 8 2 Y 831 como se
y la é'.parici.ón de los momentos Hii y
mues--
2M2 ·J.
sobre los extremos de cada barra.
La aplicación de las ecuaciones COllstitutivas(8~3)a ca-
da barra conduce a las s~guientes expresiones, en las que se ha
supuesto que las barras eran prismaticas y de secci6n cons·tant.e
(R LlEIL y y - 0.5)
Barra 1 1-2.
M1
1 R R= N11 .- 81 + y 82
M2
1 R 82 + F.= M21 = Y 81
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Figura 8.2. Ejemplo 8.1.
Figura fl. 3. Estructura con un nudo activo.
Barra 2 2-3.
M2
1 R 8~ R= M12 = + y 8 3"-
1
M3 = M22 = R 8~ + R y 8 2.>
Las condiciones de equilibrio en cada nudo son
MI
= O11
1 1 + MO OM21 + H 12 =2
1
+





cuya resolución COnd\lCe a los valores:
3pL
8 1 -- ~fGEf y
Los momentos que aparecen en los ex-treIl~OS de cada bar:ca
son (fórmula 8.3):
= .'!~~{8 +L 1
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Barra 2 = 2-3.
M2 =
MI = 4EI(8 + 0.5 e 3) = pL
2
12 L 2 16
M3
1 4~I(e3 0.5 e 2 ) PL
2
= M22 = + = 12EI
y los momentos finales, en los extremos de cada barraJson:
8.2. EL METODO DE CROSS
8.2.1. Estructuras con un solo nudo activo
Previamente a la exposición general del método de Cross,
es conveniente considerar el caso simple de una estructura de n -
barras concurrentes en un único nudo, O, no coaccionado al giro
(nudo activo). La figura 8.3 ilustra esta situación y se supone
inicialmente que existe un momento exterior NO actuando en dicho
nudo.
Como el nudo O es rígido, los giros. que aparecen en los
extremos de las barras coincic~entes con el nudo O, son iguales -
entre si y cuyo valor incógnita, eO' se determina de acuerdo con
las siguientes consideraciones. (Se utiliza numeración global de
las barras):
Sea MOi el momento que actlÍa sobre la barra O-i en su -
extremo O. Según la definición de rigidez de la barra O-i en su
..- 59




(i - 1,2, ... n) (8.6)
Por otra parte, el nudo O se encuentra en equilibrio,
por lo que debe de cmnplirse la condición
n
i~l(-MOi) + MO = O (8.7)
en donde el signo negativo de MOi ' corresponde al momento actuan
do sobre el nudo y que es opuesto a MOi '











(i = 1,2, ... ,n) (8.8)
Por lo tantoyse ~uede concluir que el momento externo -
al nudo O, MOn ' se l::·eparte en·tre las barras concurren"tes en dicho
nudo proporcionalmente a sus riJ]ideces ~ Es conveniente calcular -
el coeficien"te de reparto o proporción de mamen·to exterior que re
siste cada barra i, en el nudo coman O, mediante la expresi6n
(8.9)
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Los momentos que aparecen en los extremos rígidamente
empotrados de la estructura, nudos opuestos en cada bárra del
nudo O/son:








Las fórmulas anteriores permiten calcular los momentos
en los extremos de las barras de una estructura con un solo nudo
activo bajo la acción de un momento exterior aplicado en el mis-
mo, mediante dos tipos de operaciones:
(1) Reparto del momento exterior en un conjunto de mamen
tos aplicados en los extremos de las distintas barras
concurrentes. Este reparto se lleva a cabo mediante
la ecuación (8.8) que representa el equilibrio de mo
mentas en el nudo.
(2) Transmisión de los momentos, es decir, obtención de
los momentos actuando en los extremos opuestos de -
cada barra al rludo activo de la estructura. Esta -
transmisión implica el equilibrio de la barra y se
realiza por medio de la fórmula (8.10).
Las dos operaciones de cálculo -reparto o equilibrio del
nudo y transmisión o equilibrio de cada barra- representan la re-
solución del sistema (8.2) en el caso de una sola inc6gnita: el -
giro 80 del nudo O.
El cálculo anterior
barras articualdas, ya en el
puede extenderse a estructuras con
I
nudo O o en el extremo opuesto. En
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estos casos las f6rmulas 8.8 y 8.10 siguen siendo v51i~2s¡ supo-
niendo que se adop·tan como rigideces y coeficientes de -transmi-
sión de las barras los valores pertinentes, correspondientes a -
la situación empotrada-apoyada o viceversa.seqún el caso, de a-
'. .
cuerdo con 10 expues·to en el apa:;:tado 7.6. En pe.rticular si la -
barra i se encuent.ra articulada en el extremo O ¡ se deduce
y
y por lo tanto debe de suponerse en el cálculo el valor siguiente
para la rigidez de la barra.
En el caso de articulación en el extremo i de la barra
0-1 (fj.gura 8. 3b) se debe considerar como rigidez de la barra -
la dada por la fórmula (7.34), es decir,
ea
RO' = RO' (1 - YO' Y'O)1 L 1 1
y como coeficiente de transmisión
eaYO i = O
Eviden-temen·te el ángulo de giro dE=l nudo O¡ se ob,tiene
según la expresión 8 . .11, Y pal:a la barJ.:a O'-i con el extremo i
opuesto articulado ¡ el ángulo que se produce en es·te extremo i -
es, según la ecuación 7.28:




Se inten-ta ahora obL:ener los momentos que se producen
en las distintas barras de una estructura de 11 Iludas no coaccio
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nadas al giro, bajo la acci6n de momentos exteriores aplicados en
dichos nudos. Este cálculo corresponde al análisis del estado mo-
dal comentado en el apartado 8.ly fue llevado a cabo por primera
vez por Cross utilizando las técnicas de reparto y transmisi6n, -
indicadas anteriormente para el caso de estructura con un solo -
nudo activo.
En el método de Cross, una vez numerados los nudos de -
la estructura, se empotran, es decir, se introducen coacciones -
al giro en todos los nudos a excepci6n del primero (*). Esta si-
tuaci6n estructural ha sido estudiada en el apartado 8.2.1 y úni
camente en las barras incidentes con el nudo 1 se producen unos
momentos Mi~) y Mli) debidos al giro del nudo 1, ei l ). El super-
índice (1) se introduce aquí para indicar el caracter paso a pa-
so del métddo de Cross y corresponde a los valores de la primera
etapa. Los momentos Mi~) se obtienen mediante la operaci6n repa~
to alrededor del nudo 1 y conducen al equilibrio del mismo, es de
cir, se satisface en el nudo 1:
l: M(~) = Ml. 1 11.
lE 1
siendo 1 1 el conjunto de barras con un extremo coincidente con -
el nudo l.
MI es el momen'co eo:terior actuando en e:'- nt'c.o l.
Por otra parte, en los extremos opuestos al nudo lyen
las distintas barras que en él concurren, se producen¡mediante
el mecanismo de la transmisi6n,momentos Mli) cuyos valores vie
nen dados por la expresi6n:
M1.(.ll) M(l)= Y1i 1i
NOTA (*) Este empotramiento equivale inicialmente a" introducir
en cada nudo un momento opuesto al exterior actuante.
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Se comprerlde ahora que el empo"tramiento ficticio exis-
tente en los nudos i E 1 1 supone la in-troducc:ión de este momen-
to adicional al momento existente, que en este (~aso co:r.:.responde
al valor opuesto a.l momento ex·terior Mi' l\sí pues? en el nudo ~,
el empotramiento implica la aparición de un momento ficticio -
( 1 ,
igual a -Mi + Mili
A continuaci6n se empotra el nudo 1, es decir, se supo
ne que no puede sufrir ningGn giro adicional al 81 1 ) existente~
Como este nudo está en equilibrio, no es p:cecLS2 inicialment.e la
introducción de ningún momento ficticio de empoi:.ramient.o. A con
tinuación, se liberal.iza el nudo 2, o) equivalen'temente-; se admite
que puede girar. Para ello, se anula el moment.o exterior ficticio
(procedent.e del empot:ramien"to introducido anteri.ormente) sumando
un momento de valor opuesto 1 que se repar"te y transmite de. acue~
do con las indicaciones del apartado 8,2.1, obteniendose así los
momen'tos en los ext.remos de las barras concurrent.es con el nudo
2: M~l) y M(12 ). Evidentemente estos momentos desequilibran el nu¿l. l 1--
do 1, ya que aparece el mOllKm·to de transmisión M'\21 ) en el empo-
J.
tram.iento del nudo 1, Sin embargo, estos momentos de desequili-
brio ser§n tratados en una segunda etapa de cálculo.
De esta forma se procede con tocos los nudos de la es-
tructura, es decir, empotrando el nudo i (libera.lizado en el re
parto y transmisión inmediatament:e an'terior) y l:.Lbera.lizando a
su vez el nudo siguiente, i+1 F (u1ediante in"traducción de un mo-
mel1"to cont.ra:rio que anule al ficticio exist.en·te en el empotra-
miento supuesto en el análisis an'terior) y procediendo aJ. repa~
to y transmisión de es·te mo:m.ent.o introducido en el nudo ~ Se ob-
t · t 1 t c' . - (1) (1) (1)J.ene en ances a es :cuc·......ura con sus n1..1o.os gJ_rados 01 ,8 2 I ~. 8n
y empotrados! en gej:le:cal1 con unos momentos de empotr:amiento fi~
·tj.cios no nulos que equilibran c2.da n·udo ¡ ya que han apa:t'E.~cic1o --
momentos de desequilibrio procedeIltes de las transmisiones post~
riores al análisis--reparto y transmi~j.6n-propios del nudo en cue~
·t:iórL Esta s.i-tuaci.ón es complctameni:e a.n:'il()(Jél a la inicial de cá!
culo, y,por ]_0 tanto;se comienza otro ciclo de aproximaci6n, con-
sistente en alcanzar el equiJ.i.bria de cada nudo, mediante libera-
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lizaciones de los sucesivos nudos,desde el pri~ero al n-siwo
con lo que se produce unos nuevos tncrernentos de giros •
• .. .. r
y.los correspondientes valores de los momentos en los extremo"s -
(2) (2) .'de las diferentes barras (M .. , M.. ). De esta forma se puede -
lJ J l •
llevar a cabo las sucesivas etapas de calculo, cada una de ellas;
(k), permite equilibrar los momentos que aparecen en los nudos -
procedentes de las transmisiones posteriores al analisis propio
de cada nudo en la etapa previa (k-l) del calculo. Se puede mas
trar que este proceso es convergente, es decir, a partir de una
cierta etapa del calculo (K), los momentos residuales de dese-
quilibrio son suficienternente pequeños, dentro de la aproxima-
ción requerida en el análisis. Los valores finales del calculo
son:
Momento en el extremo i de la barra i-j:
Giro en el nudo n
K




Se observa que en el método de Cross el estado final de
calculo se obtiene corno suma de estados de la estructura compat~
bIes pero con nudos en desequilibrio con los momentos exteriores,
pero que en el límite se alcanza una situación compatible y total
mente equilibrada.
En la práctica del método de Cross, se suelen calcular
las estructuras, con cargas indistintamente en nudos y barras,
de un modo conjunto como suma de los estados inicial o de,empo-
tramj.ento ri:gido en todos los nudos) roeis el modal o debido al g~
ro de los nudos de la estructura. Por otra parte, es usual en el
método de Cross efectuar/dentro de cada etapa (k),el equilibrio
Ancho
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de los momentos en deseguilibrio procedentes de la etapa anterior -
)k-l), sin considerar las modificaciones ,de estos producidas por las
transmisiones dentro de la propia etapa k. Estas ,",odificaciones de ..
momentos se equilibran en la siguiente etapa (k+1.). El proceso de ..
cSlculo asr llevado a cabo presenta una menor convergencia que si ..
se realizase de acuerdo con los criterios comentados anteriormente~
Sj_n ernbargo es·ta mayor lentitud -normalmente no muy importan·te- se
compensa por una mejor y más cla[B disposición del procedirrdento de
cSlculo. El ejemplo siguiente ilustra la aplicación del m&todo de -
Cross.
Ejemplo 8.2. Calcular las leyes de esfuerzos en la es-
tructura reticulada de la figura 8.4. Todas'las vigas son de sec-
ción rectangular con las siguien·l::es dimensiones en m.:
! I
1·,__B_a__r_r_a_'__._.--;!_. c_anto~_-l
1-2 0,50 I 0,25
1
1,1
. ::: :::: ,1 ~:~:
3-4 0,60 0,35
'1' 3-5 0,25 1I 0,25 II 4-6 0,25 ' 0, 25._J
El m6dulo de elásticidad de todas las barras es
6 ~ -2E .. 2 . 10 '-"', •
Los pasos a seguir en el cSlculo de Cross son:
1) Det.ermLl1ación de las característ.icas elastomeciCnicas
2) Ohtenci6n de los coeficientes de reparto (kij ), en -
todos los extremos de barras concuj':rentes en url nudo.
Conviene tener en cuenta que mucllas veces no es preci-
so el ca.lculo dE: la~J rig:Lde-ces de la b.arj:a ya que pueden ser uti.li
zados valores Ixcoporcíonales en la deducci6n de los coerícieni:es -
















Figura 8.5. Leyes 2e esfuerzos del ejemplo 8.2.
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guIares d81 mi.smo ancho, pueden adoptar}38 como rigideces los valo-
res proporcionales
con h. Y L· el canto y longit,ud de las barras ~ Incluso si -todas ellas son (1,2
l· 1
sección ldéntica, los coeficientes de reparto serían proporciona-
les a llrts inversas de las luces de las vigas (r1 ) ~ Evj.a.entemente¡
la suma de los coeficient.es de reparto alreded~~ de un nudo es -
siempre la unidad. Las consideraciones anteriores no son adecua-
das)' como se verá mas adelante f en la de"terminación de los movLrni,en
"tos de la estructura, ya que en es'tos casos es preciso utilizar -
los valores reales, no proporcionales, de las rigideces de las ha
rras.
3) cálculo de los momentos de empotramiento rígido
y M~) de cada barra cargada.
4) Proceder al reparto del momento de desequilibrio en
cada nudo. Est:e momen·to es suma del ex·terior actuant\:; en el Il"udo
mas los momen-tos opues"t.os a los de empotra.miento ri"qido existentes
en las barras que concurren' en el nudo~ Los moment:os repart:J.dos se
1 . M(l)e enOlTunan e
5) Transmisión de los ¡namentos repi3.rtidos, es decir,
obtención de los momentos M(2) .
6) Proceder al .reparto de los momentos desequilibrantes
(contrarios a la suma alrededor d(:.~J. nudo de los 1l10mentos -transmi t.i
dos) y t,ransmisi.6n de est"os momen-t:os repa:ctidos un lTÚUK';]:'O de 'veces
suficiente con .la aproximación requerida 8 Est.os rnOmCI"l'COS se des ig-
nan en el análisis por
M(2k+l), M(2k+2) can k = 1.2 ...• K.
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7) Efectuar la suma de los momentos que aparecen en los
extremos de cada barra procedentes de los pasos anteriores de cál-





l] l] l] (8.15)
o 1
en donde N .. Y N .. son los momentos de los estados inicial y modal
1.J 1J
respecti 'lamen·te.
8) Una vez obtenidos los momentos en los extremos de ca
da barra, las leyes de esfuerzos se deducen de acuerdo con los cri
terios expuestos en el apartado 7.3.2.
Así pues, en este caso se obtienen los siguientes resul
tados en cada paso del cálculo:




y los coeficientes de transmisi6n Y12 = Y21 = 0.5; por lo tanto se
puede escribir la siguiente tabla 8.1.
TABLA 8.1. Cálculo de las caracteristicas elastanecánicas de las barras
¡ bh 3 I 4EI[BARRA b h 1
= 12 i E , L R =I (m) (m) -2 1 L¡ (m4 ) I (t m ) 1 (m) (mt)
¡ 1-2 0.25 0.50 2.60 -31 2 10 6 ! 5.0 4160 0.5
¡ ~~ "31 106
1
,
1-3 0.25 0.25 0.32 2 3.0 853 0.5!
I 2-4 0.25 0.25 0.32 10- 3 2 106
1
3.0 853 0.5,
I 3-4 0.25 0.60 4.50 10- 3 , 2 10 6 , 7200 0.5I 5.0,
10"31 106
1
i 3-5 0.25 0.25 0.32 2 4.272 599 0.5¡ 4-6 0.25 0.25 0.32 10-3 1 2 10 6 I 4.272 599 0.5
I 1I
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2) Los coeficientes de reparto se obtienen segGnla
f6rmula 8.9 y su cálculo se muestra en la tabla 8.2,operativa
del método de Cross.
3) Los momeni:os de empotramiento rígido se deducen de














--1 1,5--p TI = . 12- - -0,19 mt.
4) El reparto de los momentos exteriores sobre lo,,; nu-
dos (suma del momento real act.tlan Jce mas los opuestos a los de em-
potramient.o ríg.ido de las barras inciden·tes) se efeel:.lia mu1tipli--
cando por los correspondi.entes coeficien-tes de repart.Q como se in
dica en la tabla 8.2.
ca.ndo
5) La transmisi6n de IlJOrnentos se llc-=;:va a cabo multip1i.
los valores de las barras i-j por el coeficiente T y coloCan
"
do el resultado en la barra j-i.
TABLA 8.2. DISPOSICION DEL 11ETODO DE CROSS
Nudo 1 2 3 4 5 6
Observaciop.es I
I Barra 1-2 1-3 2-1 2-4 3-1 3-4 3-5 4-2 4-3 i 4-6 5-3 ! 5-41j
Higic1ez R 4160 853 4160 853 853 7200 599 853 7200 599 599 I 599, ¡
Co:~f. Reparto k 0,830 0,170 0,830 0,170 0,099 0,832 1 0,832 0,069 O O I0,069,0,0991l I ICoer ~ TranS1H. '( 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 I
);-t=>m2nto (Ir.-p.~_ HO i 4 / 17 O -4,17 -1 / 11 O -2,50 -0,19 I 2/22 -2,50 O 0,19 O 1
l:-1eparto MI -3,46 -0,71 1 4,38 0,90 0,27 I 2,24 0,18 0,03 0,23 0,02 O j O
-- j~r.r_~:321,Sfnis.ión 1 ,H2 2,19 0,14 0,01 1-0 , 361 0,12 O 0,45 1,12 lo 0,09 0,011 -1,73¡ ¡
H 3
--




-0,61 --O ,12 0,87 0,18 0,09 0,72 0,05 ~O,O2 0,21 -0,02 O O
-
Tr2ILS1TtLSí6n N6 0,44 0,05 -0,32 -0,01 -0,06 -0,11 O 0,09 0,36 O 0,03 -0,01
Heparto M7 1-0,41 -0,08 0,27 0,06 0,02 0,14 0,01 -0,04 0,37 >-Ü ,04 O O





6) Los repartos y transmisiones se efec-tlían como en las
etapas 4 y 5 anteriores y ~e~e tenerse en cuenta que al no existir
ahora mamen-tos reales sobre los nudos, la operación de reparto im-
plica la multiplicación por los coeficientes k. de los momentos de
J.






cambiando de signo a los r(~sultados, ya que el momento liberaliza--
dor del nudo es el opuesto a
(2k+l)M
n
7) La suma de todos los momentos conduce a la obtención
de la solución LLnal como composición de la solución inicial y la
modal. Los resultados finales de los momentos actuando sobre. las -
distintas barras en sus extremos se deducen en la tabla 8~2.
Por filtimo, las leyes de esfuerzos en todas las barras
se calculan como se ha indicado en el capitulo 7 anterior y se re
presentan en la figura 8.5~
8. 2 ~ J. Simplifj_ca.ciones en el mét~odo de Cross
El m~todo de Cross que se acaba de describir permite el
cálculo de est.rnctlJ.ras intraslacionales de barras con nudos rígidos
y art::iculadosJ bajo la éi.c'tuacitSn de c2Tgas arbit.rarias y condiciones
de apoyo muy generales. Sin embargo j 2xisten situaciones -barras en
voladizos 1 iiudas to·talmente ernpotradcs o art:iculados ¡ simetría o --
ant.imet.ría de carga:::') e-te ;-'" pa.ra las qlH~ es posible llevar a cabo --
simplificaciones en el cá.lculo; que se -traducen generalmente en la.
red 1.lcci6n dE; una o \lo.rias columnas en el cua.dro opera:tivü represe!.:
tado en l.a tabla 8.2$ A con-tinuaci6n se exponen algunas de es"tas -
si-t:uaciones 1 indicando' 2. 8:f ect:o,s compara"t:lvos el modo general de -






FiGur..a 8 .. 6 .. Consideración de ¿irticulaciones en el métoco C' l'oss.
cálculo de Cross siguiendo el método ge.ncral. Se '<3üpone la lk1rra
biempotrada en sus extremos y que en el extremo ;:u:-tj.culado es-tá
conectada a una barra de dimensión infinitesimal con rigidez nula
(figura 8.6b). De este modo, los momen'":os que aparecen en el nudo
A,coincidente con el extremo articula~G de la barraJse ropar-ten -
únicamente entre las barras ernpo·tradas al nudo y los propios de ~
la barra con la articulación (procedentes de las cargas directa-
mente aplicadas y de las transmisiones) se arlulan)ya que su coefi
ciente de reparto es la unidad en el nudo ficticio B.
Existe un procec1imif-~nt~o alt.erna-ti. \lO rnás simplf-~ r que CO~~
siste en considerar el extremo empotrado de cada barra con articu-
lación y las rigideces; así como 108 momentos de einpotramiertt:o ríg.:1:.
dOl correspondientes a ese tipo de bar.ras (empotrac1a-~apoyad(})¡ cuyas
expresiones han sido deducidas en el capitulo anterior (figl1ra 8.6c)
Se puede,de esta formar eliminar las columrlas de la tabla que hacen
refererlcia a los extremos articlIIRdos de las barras, con l.a consi-
guiente economía del esfuerzo de cálcuJ.o. Los esfuerzos finales se
ob'tendrían en las ba:cras con a:cticulación como SUl1té3. de los c,sfue.r-
zas modales calculados en el Cross y de los iniciales correspondi8~
tes a la barra empotrada-articuladaw El ejempJ_o 8~3 ilustra este -
procedimiento de análisis.
Una situación completamente opues-ta a la anterior corres
pende a nudos rfgidaraen·te empot.rados. En 8:3tOS Co.E;OS i se p"j.cde sup~~
ller el empotramiento como una barra adi.cional de :cJ·.gi.dez j.nti11ita r
que conduce a unos coeficientes de reparto nulos para los e~{trffinos
de las barras que concurren en el empotTand.t~n-to~ Esl.:.e mét.odo gene···
ral de cálculo puede simplificar~:e, el.i.-fC!ina.ndc L].[:3 c~oll1rnna..s él8 los
extremos empotrados rfgida:m.(~ntef ya qlJ.e e,'::.;tos e:¡<~::.r(_'n10S no t.ru_:rlsmi···
ten momentos, al ser nuJ.os sus coeficientes de reparto~ El momento
final que aparece en estos extremos suprimidos del análisis proce-
de de las carg-as directamente apl:i.cadas en 121 bar~ca (rno:ment.os dé"; _.
empotl::-amient~o rígido) más los debidos a las transmisionCf.:i del ot:.ro
extremo. Así r se obtiene el ~,iguiente valer ¿L-?l mor.~erd:o :Elc::~ct:or en
el extremo i ri"g3.. dElmen"i::e em.pO't.:(';J.do d~2 una barra qt1.C tJ.ne el e~~;:t.:cemo






siendo ]V!. y 1'1
J
. los momentos de empotramiento rígido de la barra ba
J.
jo las cargas aplicadas d.irec·tamc"nte sobre ella y]V!. el momento fi-
J
nal (suma del inicial y modal) que aparece en el extremo opuesto j
al rígidamente empotrado i.
Por último, puede suceder que existan barras con un ex-
tremo libre, es decir,voladizos. Si no se encuentran directamente
cargadas estas barras, no inducen ninguna rigidez al giro y sus -
esfuerzos son nulos, por lo que pueden ser desconsideradas en un -
cálculo. Por el contrario, si existen cargas aplicadas sobre estos
voladizos, en el método de Cross se introducen de un modo general
como barras con rfgi¿ez y coeficientes fe transnisi6n nulos y un
momento de empotramiento perfecto igual al que ejerce el nudo sobre
el voladizo. Se puede simplificar este procedimiento general, el~
minando la barra voladizo y considerando como acci6n exterior sohre
el nudo el momento producido por las cargas aplicadas en el voladi
zo (contrario al momento de empotramiento rígi?o anterior). El si-
guiente ejemplo compara ambas posi.bilidades de cálculo.
Ejemplo 8.3. Calcular la estructura p¿rtico de la figura
8.7. con las cargas y características que en ella se indican. El mó
dula de elasticidad del material es 2 . 10 6 tm- 2 y en las dimensiones
de las secciones la primera corresponde al canto de la viga. Aplicar
ambos procedimientos de cálculo: general y simplificado.
El cálculo general de Cross, sin ninguna aproximaci6n,se
resume en la tabla 8.3. Como es usual, los superíndices O correspo~
den a los momentos de empotramiento rígido; los imparesJa los de r~
parto) y los pares,a los de transmisi6n. Se han utilizado las siguie~
tes idealizaciones.
En el nudo 1, cualquier momento aplicado lo absorbe la -
barra 1-2, por lo que puede suponerse que está unida a otra de rig~
dez nula en dicho nudo. El coeficiente de reparto es pues la unidad,
ya que
.- 85--
j.?~) ./' \¡ l' • ¡-..
;',
Figura 8.7. Fjemplo '8~3.
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Por el contrario en el nudo 5, un momento aplicado es re
sistido ·to·talmente por el empotramiento, por lo que la barra 5-6
puede admitirse unida ~en el nudo 5,0. otra de rigidez infinita. El
coeficiente de reparto que resulta es nulo, puesto que
k = = O
La rigidez del voladizo es nula y el momento de empotra-
miento rígido es 10 mt. (sentido positivo antihorario).
Los resultados del cálculo se obtienen en la misma tabla
8. 3.
En el método simplificado no se considera el nudo 1 art~
culada, adoptándose como rigidez de la barra empotrada-articulada. -
2-1, el siguiente valor
R = 3EIL
y el momento de empotramiento rígido de esta barra es nulojya que -
no existen cargas directamente aplicadas sobre ella; en otro caso,
se debería considerar el correspondiente a la situación de empotra-
da-articul.ac'.a.
En la barra 4-5, empotrada rígidamente en un extremo, no
se incluye en la tabla la columna correspondiente al nudo 5, empo-
trado totalmente.
Por Gltimo, el voladizo 3-6 se elimina como barra en el
c~lculo, y se introduce como momento exterior al nudo 3, el valor
-10 mt.
'l'ABLA 8. 3. cálculo d(~ Cross. Procedimiento general.
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TABLA 8.4. CáJ culo de Cross. Procec'il~iento sirc:plificado.
~"DO~______~____I e 13 (H ~ -10) 4
3-2. JBARRA 2-1 2-3 3-4 4-3 4-5
-----------_.
-
R. 10-3 4,05 4,32 ~ 4,17 4,17 2,13k 0,48 0,52 0,49 0,66 0,34--------Y - 0,5 0,5 0,5 0,5 -
-:;::f=HO O 20 I -20 10 -10 4M1 -9,60 -10,40 O O 3,96 2,04
M2 -~-1 ----O -5,20 1,98 O OM3 --- O 1,64 1,58 O O
M4 O 0,82 O O 0,79 O
M5
-0,39 -0,43 O O -0,52 -0,27
M6 o O -0,22 -0,26 O O
M7
.
O O 0,24 0,24 O O
M -9,99 9,99 -23,54 13,54 -5,77 5,77
__ L_
.
El cálculo de Cross se efectúa del modo Gseal , tenie~
do en cuenta ahora que los momentos exteriores en los nudos se re
parten únicamente una sola vez, de un modo semejante a los mamen
tos de empotramiento rígido, pero sin modificar su signo.
Los resultados del cálculo se resumen en la tabla 8.4.
Se observan ligeras discrepancias con los deducidos en la tabla,
8.3, pero conviene tener presente el carácter de aproximacíones -
sucesivas del método de Cross y eJ. valor de l()s resultados depende
del número de etapas de cálculo consideradas. \1suaJrente en el proce··
dimiento simplificado se converge rrás r&pida~ente a J.05 valores eX2C
tos que en el general.
Los momen·tos ~-esul·taYltes en los ex·tremas no considerados
en el cálculo se deducen simplémen-te como sigue:
-Extremo articulado
-Extremo empoi:rac1o
(5,77·' 4,00)0,5 + (-4,00) = -3,.1.2 mt.
8.3. ESTRUCTURAS SIHETRICI\.8
8.3.1. Introducción
Existen est:ructu::cas cuya geometrf"a 2S' simé'tJ::ica. __:ce.specto
a un eje (ft9ura 8.8) ~ En e~;t<=-) tipo de est~ruc·turas/ deno~11inadas
tricas es postble int:coducir s.:.El.pltficaciones iepo.rtél.ntes en, c~l m~~to
do de Cross, que supone la reducci6n del eSflJerZO de cdlcu].o~el,or-
den de un 5 O% aproximadC1.men.te '. Como se e011.sidex__ a,n 1flJ.LcaIl1E;~nt.'2 g-.LrDs
en los nudos f ya que los desplazi'.unientos e;s'l:"_~·n .ül!.p~~dic.::¡.os en .las es-o
·truc·CV.:CdS intraslac5_onales I la. SiTTl.2trfa de la (=;st:CUC:'::Ul:'D. pT2\/alecE~ en
las situaciones con los apoyos;que coartan desplazamientos, dispue~
tos de un modo no simétrico" lnclu:::,o¡ en 2st.~CUCt:U.r2S apaj.:'entemente
no sim~tricas -,como las q~e se muestran en la figura 8.9)bajo la d~
nominación de crípto-sir..ü5t::ci.. ca.s- el Hl§todo dE: CI:-OES pl-:.sde s.Lmplifi·-
carse de un modo drástico~ =n los siguientes apartados se exponeIl -
estas reducciones cte cálculo; considerando primeramente la actuaci6n
de cargas sim~trica3r Y,a carltj,nuación;la de acciones antisi~étricas
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Figura 8~9. Estructuras criptosim~tricaSe
- 9J -
8.3.2. Cargas simé'tricas
Si las acciorles -concentradas y repartidas- sobre una -
estructura sirné"trica es·tan dispuestas simet.r.ica:mentf-3, es deci..r) ac-
t~an en secciOlles sim~tricas y de acuerdo con los serltidos y valo-
res que se muestran en la figura 8.10, la estructura se dice que
est~ sometida acargassirn~trica3. En el caso general de estructu-
ras c:t'iptosimétricas intraslacionales, es sufjJ~ien·te que las caj:-
qas sean tales que produzca.n mOrCl8JTtos de empotram.ient.o rígido si"-
métricos/ es decir, si M~j es el momento de empot:ram:i.ento ri'gido ~.
~30bre el ex-tremo i de la barra ij 1 en la simet:-cica t 1 ~l' el momen···
oto de empotramiento en el ~~xtre;:[¡o i debe ser '-H~j. Est.r:Lctamsrrte J
. ~. tes preclso unlcamen e que el momento en desequilibrio sobre cada
nudo n fuera opuesto al momento existente en el. nudo sim&trico ll'i
para que sean váli(~as las stguient.es simplificaciones dE: sj~r()et.:c(a
de carga que se pueden aplicar en el método de Cross (*) y que se
describen a continuaci6n.
Es conven.ien·te dist.inguir dos casos de sim~~~t:.r1"a:
Caso 1~ El ej e de sime·trla coincj.de con un scporte o J en
g-eneral¡ nudos de lLls estx'uct:'Ul-a es til"n con·ten:LdoB en É:~1 ~ (Ti' J.qo.r.~::i. -
8" 8a) .
En e~;;·ta situación los nudos situados en el eje ce s.-Lme··
t:r{a no giran Yj como la (-:~[~t.'-Cllctl~U::iJ. 2S inJc.ra.~·-::l~'1.ciGna.l; f"::;:L'J:nifica
Por lo tanto~0S suficien
la estructura con to'-'
dos los nudos si·tu2.dos en el E;je empot.r'::'ldos i::.ot:'':;llrl1E::nte.
'\'['J"'1-(*) S'~ rpcl·e·"....~.., ~ .... e~t- ~-'·-~,...·o a J' _.).,.;l·';l,·:l'·'-l'r-'~_ -~··'''~·-[·''·l··-·''--~~~~=_~__: . ._:L '--'. .!,. •.-;.o l...l.l .?·.oC '--.~_"",,~, .0. l)~· S.l.J).L._.l.0.",.C ,_.. t.~~ ~Jl,;l!:.-_ . ..L. ].I":c.1- en
la solución modal" Cjl.'e cor~ceslJonde e:::;cnci.u lmenté.~ a la oh
t.enida medj.an·te el c:ílcul.o de CI"OSS" ch:~bié'ndo~3e SlJ..rll_ar la
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Figura 8.10. Simétricas de cargas.




Figura 8,11. Eje~plo 8.4.
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Los resultados de los esfuerzos ell la parte sim~trica -
de la es-t:clJ.c·cura que se ha 8'lJ.pl'j.:rnido en el an6.1:Csis se deduct-~n n-;.e
diante las consideraciones n(~ simet:cía que se indican en la fiqura
S.lOc.
Ej emp.lo 8 ~ 4. Ob'Le:ner los mamen-tos en los e)ctr'emos de las
barras de la estructura pórtico de la estructura de la figura 8.11.
Se observa que la estructura es intraslacional, para las
acciones consideradas, ya que por sime"trfa no es posible la apa:ci'-
ción de dE~spla.zdnlil~ntos horizontales sin c1efor:maci6n axil cel diE-~
te1 2-3-2 1 , y los verticales estan coaccionados por los soportes~
Así .. para es·te=: caso de carga s.tmetrico I la es t:cuc~t:.ura 23 intJ::'D..s 1a--)
cional,no siendo precisa la di3posición del apoyo en e]. nudo 2s
El cálculo se lJ.eva a cabo. sobre la estructura de la fi
gura 8 a l1b 1 que corresponde el ttn solo nth.::lo activo ¡ cuyos resul t.-a
dos son directamente los procedentes de]. repartojsegGn se indica --
en la tab 1 a S _5 .
TABLA 8., 5 a C..AI.,CUJ-IO DE CROSS
sO}J()rtt~ c2n-L:.:c¿Jl f l(:-"::c-l::.OY:
10.5 :cc":
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Conviene observar que la simetJ"í'a de todos los esfuer-
zos solo existe en los casos de estructuras simétricas bajo,cargas
y con coacciones sirngtricas. En el caso de que estas condicion~s -
no se satisfagan -estructuras criptosiro~tricas o bajo cargas no si
mé"cricas pero que producen momentos de empotramiento simétri,cos o
que conducen aUllaS mornentos de c.escquilibrio s.imétricos en el nu-
do-íbien todos los esfuerzos no son simétricos~o lÍnicamente los roo
momentos flecJcores según el caso"
Caso 2. Eleje de simetría de la estructura coincide con
el eje de simetrf'a de barras. (Fi.gura 8.8b).
En este caso, no es posible suponer la sección (central)
de la barra con·tenida en el eje de simetría de la estructura, empo-
trada, ya que si bien su giro esta impedido, no asÍ su desplazamie~
to vertical. Por ello; es conveniente definir la rigidez simétrica -
de una barra simé'tri,ca;; solicitada simétricamente, como la relación
momento-giro que se indica en la figura 8.12. Se obtienen
en dicha figura,
transmisión, Y12 = Y21' es
asimismo¡
R , , en
Slm
barra y
las expresiones de la rigidez simétrica,
las flexibilidades f l1








sim - R(l - y) (8.18)
La rigidez simétrica de una barra puede calcularse di-
rectamente a partir de su definición. En efecto, usando la expre-
sión de la viga conjugada, se deduce para la barra; cargada con una





















La integral (8.19) puede evaluarse segfin las técnicas -
analiticas r geom~tricas o numé~icas expuestas en el capítulo ante-
rior ..
Se puede rtlo,sJcrar q-lJ::;: en el caso de barra simétrica se
cumple la igualdad siguiente:
_ l¡L d.x
f 11 - f 12 2 O El
rL/2 dx
. O El
que resulta de comparar las expresiones (8.17) y (8.18). Para ello
se debe utilizar la condición de simetría de la viga
El(x) = El (L-x)




ya que /'(.1:.O 2 ~) ex. = O -" d 1 .L El por Slrne~rla e a vlga.
Ej emplo 8.5. Deducir la. rigidez de la barra del ejemplo
7.3.
Se pueden aplicar cualquiera de las dos fórmulas (8.17)




.. 48 El = 3 ElL L
R. = 8,7(1 - O,655)E1'I = 3 EL·lS:Lffi ~
Las expresiones anteriores exigen el conociloiento previo
de la~3 características de la barra considerada como no simétrica. -
Es pos:lble utilizar directament:e la definición de la barra simétri-
ca y eva11Jar la integral (8.19) como ,oe indica en la figura 8.13 ..
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Figura 8.13. C§lcul0 de la rigidez sim6trica. Ejemplo 845.
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De esta forma se puede suprimir una parte sirngtrica de
la estructura y calcular la otra suponiendo que las barras que -
encuentran al eje de simet.y[a poseen una rigidez simétrica (R . ) ..
5J_ID
Las cargas directamente aplicadas sobre estas barras producen-
los rnoment:os de empotramiento rígido calculados evidentemente pa-
ra su luz 'co-tal (real). El siguien-te ejemplo ilustra es-ta simpli--
ficación.
Ejemplo 8.6. Calcular la estructura simétrica de la fi9.l':
ra 8.14a, cuyas barras son de sección constante.
El cálculo se realiza de un modo simplificado sobre la -
estructura 8.14b, que s610 presenta un nudo activo,y los resulta-
dos de los momentos finales se deducen en la tabla 8.6 Y se represe~
tan en la figura 8.14c.




I R l 3Er/L--i~4-E-'r-/-L---+--E-r-/-1L¡
I k I 0,375 0,500 0,125[¡ Y I 0,5 0,5 0,5 I
8.3.3. Cargas antimétri_cas







Fi91.J.J:·a 8" 15" e :':.rga.s antim.et.ricaE.i
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secciones simgtricas con cargas de valores y sentidos antim~tricoSf
es decir, como nmestra la figura 8.15,8e denomina estructura antim~
tricao Estruct"uras aparenterClente no simétricas con cargas an"timétri:.
cas pueden calcularse en las foieplificaciones que se exponen a con-
tinuación¡ incluso en las situaciones de cargas que producen única-
mente momentos de empo"tramient:.o rígido iguales en barras simétri-
d · d yO !~O ...., b . -t .cas ¡ es eClr r cuan o l'lij = lij! con 1J y 1J arras Slme rJ_cas) o
bj.en. cuando los momentos de desequilibrio en nudos simétricos son,
iguales entre síQ
Como en el caso de cargas sim&tricas,es conveniente dis-
tinguir dos casos.
Caso 1. El eje de sj.me'cr{a coincide con un soporte o .. en -,
general, nudos de la estruc·tura están con·tenidos en él (figura 8.80.)
Corno la estructura es intraslacional, los nudos situados
en el eje no se desplazan y s610 giran, por lo que puede suponerse
exi.ste en ellos una articlJ.lación (figura 8.160.); o bien; si existe un
soporte, puede dividirse la estructura en dos·simétricas consideran
do la zona de soportes comunes con inercia mitad, lo que conduce a
deformaciones compatibles a lo largo de los mismos (fj.gura 8 .16b) .
El cálculo de la estructura se reduce a la consideración
de la parte simétrica bajo las cargas correspondientes, de valor -
mitad cuando actúan en el eje de antimetría6 Los esfuerzos resul-
tantes se deducen de la consideración de. la figura 8.15; en parti-
antimetria, cuyos
cular los resultados del Cross, momento
de con él ~I.I'I de la barralJ
coincidentes con el eje ~e
siTletrica, a
M.. en la harra ij coinci-lJ
eycepci6n ~e ].os soportes
esfuer~os se ~upJ_ic2n.
El siguiente ejemplo ilustra el cálculo.
Ej emplo 8.7. Calcular la estr'uctura -pórtico de la figura
8.17 .
El c&lcul0 se reduce 2"1 p6rtico de la figura 8 .17b, que;
a su vezjdadas las condj_ciones de simct.ría) pU8de simplificarse a











Figura 8.17. Ej lo B.7.
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Cross se muestra en la tabla 8.7.
TABLA 8.7. rglculo de rross.
pL
12
Los resultados finales se resumen en la fi.gura 8.170.;> que
corresponde a los momentos sobre barras aplicac1,os en sus extremos ¡
y Sl, puede comprobar la antimet:ría existente en las leyes de es fue!:.
las leyes de esfuer-
por la situación de
'2 a la situación si-
respeQto a
antime·tríamodi.ficada su
zas rr.omentos flectores, pero no así
zas axiles, que ven
la articulación, que deberfa cambiarse del nudo
.'
métrica en el nudo 3.
Caso 2. El eje de simctrra de la estructura coincide con
el eje de simetría de barras. (Fi.gura 8.8b).
En este caso, se puede suponer la sección central de cada
barra, que se encuentra situada en el eje de simetría de la estruc-
tu.ra,' articulada con desplazamiento impedido en la direcci6n de.l -
eje, como se desprende de la figura 8.15b. Por consiguiente,es po-
sible estudiar la estructura mediante el c~lculo de una parte si-
m6trica de ~staf sllpuestas las barras cortadas por el eje de sime-
tría.., de luz mi t.2'd y articuladas en sus extre'1lOS (figura 8. 20b). -
Se consideran) en es-ta est.rnctura pccrcial} lfnicamente las car9as di--
rectamente aplicadas sobre la misn'.a (dividiendo por dos las que ac
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túan en las secciones del eje de simetrí~) .
Se debe tener en cuenta que si Rl , R2 v Y12' Y2l son -
las rigideces y coeficientes de transmisión de la semiviga, los
valores que deben de ser introducidos en el cálculo corresponden
a la situación empotrada-apoyada, es decir, si se supone el nudo
2 situado en el eje de simetr~a,se obtienen los valores
(8.20)
A vece~ puede ser interesante deducir, de un modo análogo
a como se ha considerado en· la situación de cargas simétricas, la
rigidez antimétrica de Una barra.
Se supone la barra completa, de caracter{sticas Rl , R2 ,
Y12 Y Y21' solicitada antimétricamente como se indica en la figu-
ra 8.18. La rigidez antimetrica, R t' se define en 8.l8a, y su -
an
expresión en función de las caracter~sticas elastomec~nicas -flexi
bilidades- de la viga completa es:
1R =ant f 1l + f 12
y en términos de las rigideces y coeficientes de transmisi.ón
R t = R(l +y)an .
con Rl = R = R Y y - y - y2 12 - 21-
(8.21)
(8.22)
En el caso particular de una viga de sección constante






























Figura 8A1S. Barra antimetrica.
- 1.05 ,.,
La rigidez antimetrica de una bar:i:'2. I)uede' calcularse di





J1'(1 _ ?-x) (1 _-~_) d~
O L L El
(S.23)
Esta .integral coincide matemáticamente con el valor de
la flexibilidad f
n
de la semiviga, es decir con la rigidez a fle-
xión de esta semiviga supuesta empot~ada.en un extremo y articul~
do en el otro, coincidente este·Glti~o con la secci6n-central de












Las expresiones (S.23) y (S.24) son matemáticamente idén
ticas ya que se cumple la igualdad
,L(, _ ?-x)l(1 _ ?-x)dx +
'O ~ L 2 L El
_ JL/2 (1 _ ~x 2 dx
O L- El
puesto que por simetría de la viga, la siguiente integral es nula..
Ejemplo S.S. Calcular la rigidez antimcitrica de la ba-






cualquiera de las dos féÍrmulas (S. 21) Y (S. 22);
de los resultados obtenidos en el ejemplo 7e3,
144 J~I 72 El






Esta rigidez ant.:i)1l'?t:r:icc" puede calcularse direct.amente
de la definici6n y es igual a la rigidez de la barra empotrada -








Se comprueba la coincidencia de los resultados entre -
los distintos procedimientos.
Ejemplo 8.9. Calcular la estructura antimétrica de la -
figura 8.20a.
La estructura se s.implifi.ca en otra de un solo nudo ac-




L y RZ'" ~ =/.. an L.
3EI
L
Los momenl;os de empot.ramiento r.ígido se pueden obtener
en la barra t.otal bajo las cargas antim,§;tricas o bien en la emp~
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PI, (1 0··-8 + ,:0)- 3PL16
El cálculo de Cross se resume en la tabla 8.8.





Los resultados se muestran en la figura 8.20c. Es conve
niente tener presente que la ley de axi.les no sería en este caso
antimetrica;¡ya que el apoyo que, impide el movi.miento horizontal _.
del dintel no esta si'cuado simé-tricamente (en la sección central)
supuesto que se ha dispuesto en el nudo 1.
8.3.4. Cargas arbitrarias
El cálculo de una estructura simE'trica sometida a cargas
arbitrarias puede llevar'se a cabo como suma de dos estados de car-
gas; sim~trico y antj,sim6trico, para cada uno de los cuales se pue
de procedeJ:'- a las simplificaciones cOTI't'.~ntadas en los anteriores -
apart.ados.
La figura 8.21. ilustra esta descomposición de las car-
gas que se basa en la siguiente identidad, válida para una carga




La descomposición anterior puede a veces efectuarse a
nivel de momentos de empotramiento rígido, en lugar de cargas ae
tuantes, y obtener así una cierta economía en el esfuerzo de cál
culo.
Er; general) esta descomposici6n del cálculo de una estruc
tura simetrica de N nudos en otras dos, simé"trica y antimétrica I
de nudos aproximadamente mitad,es ventajosa desde el punto de vis-
ta computacional en aquellos casos en los que las eS'cructuras sim-
plificadas presentan un nÚmero pequeño de nudos (uno o dos). En c~
so contrario, el esfuerzo de cálculo de las distintas característ~
cas de las barras,
sultados disminuye
momentos de empotramiento.y la suma
¡' "
las ventajas de la reducción de la
final de re
estruc-tura: .
Sin embargo, como se verá mas adelante, al tratar de cálculo media!:\.
te computador f suele ser r.las económico (partJ_cularmente para valo--
res grandes de N) el análisis de las dos estructuras parciales,si
métrica y antimetrica, que el de. la es·tructura global; aparte del
hecho de que a veces la capacidad del computador existente no per-
mite el tratamiento de un número elevado de nudes.
8.4. DETERMINACION DE MOVIMIENTOS
El conocimiento del compor-tamiento o respuesta de una -
estructura no consi-s"te ú'nicamente en la de"terminación de los es-
fuerzas en las distintas secciones de la misma Gi~o que puede in-



















Figura 8.21. Descomposici6n de UDn carga general en dos estados siw~
trieo y antim~tricOa
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El procedimiento de cálculo de est.os movimientos a par-
tir de los resultados del Cross se indica a continuación, comenzan
do por el caso mas simple de una estructura de un solo nudo activo
(figura 8.3). Se obtuvo en el apartado 8.2.1. el angula de giro de
cada barra igual al giro del nudo, csnuo la relación entre el mamen
to y rigidez correspondiente, es decir,
8 0
t10i l:110i 11
= =ROi n n
ihRoi ihRoi
Por consiguiente el giro del nudo de la estructura sim-
ple compuesta de n barras concurrentes en él,bajo la acción de un
momento exterior 11, es simplemeni:e el valor de dicho momento divi
dido por la suma de las rigideces a flexión en el nudo de todas -
las barras concurrentes. Evidentemente, si. se conoce el momento de
reparto en una barra i, Mn ., este giro es igual a la relación en-J1
tre este momento de reparto y la rigidez correspondiente en el ex
tremo de la barra.
La anterior propiedad puede ser extendida al caso gene-
ral de una estructura reticulada plana de varios nudos. El giro
en un nudo procede ú:nicament.e de la operación de reparto de los -
sucesivos momentos en desequilibrio -la solución inicial y los d!
ferentes momentos de transmisión no suponen ningun giro adicional-
y,por lo tanto,basta dividir la suma de esta sucesión de momentos
de desequilibrio en un nu.do por la suma de rigideces en el nudo de
las barras que en él concu.rren. Frccuentemen-te es "m.as
ner el giro del extremo de una barra dei:erminada, quce coincida con
el nudo en estudio r ya que) Ei se ba lle<¡'ado él. ca.1~o el cálculo c~e Cross I
la surIla de los mementos de reparto o momento total dl~ reparto se ~-
bt . . l' . :1 "' 1 t- ~ .'" d' .o ~lene Slmp emen-ce conSloeranao _os mamen" os \.. ..e superJ_rl lee l.mpar
en el ext..remo de la barra ~ Así, se
median'ce- la expresión siguiente:
















con Mi (i - 1, 3, 5, 7, ... )
nm
los sucesivos momen'cos de reparto y R
nm
la rigidez a flexión en el
nudo n de la barra nm. (*)
La fórmula (8.25) coincide con la (8.14) obt.enida previ!'l:
ment.e en la deducción del mét,odo de Cross.
El procedimient.o de determinación de giro en nudos que
se acaba de describir es ~til cuando se conoce la tabla operati-
va de Cross; s:Ln embargo puede,] existir situaciones en donde solo
los momentos finales son da tos y no los valores de los momentos ..
auxiliares e.el cálculo de empo-tramiento, reparto y tJ:ansmisión. -
En este caso, se plan'teaí' para la barra mn, 0i en nunleración local.
12, las siguientes ecuaciones constitutivas de la misma:
(8.26)
siendo MI Y M2 los momentos finales de Cross en los extremos de la
barra y M~ Y M~ los debidos a la solución inicial (moment.os de em-
po'cramiento rígido producido.s por las cargas <Hrectamente aplica-
das en la barra). Los valores de los giros 81 y 82 que aparecen en
los extremos de las barras se determinan mediante la resolución del
sistema (8.26), y,por consiguiente,son:
NOTA ( 'C ) Evidentemente la barra mn no puede estar articulada en el
nudo n pues su giro no afecta para nada al resto de las
barras en &1 concurrentes. La fórmula (8.25) conduciría a
UIl resultado indeterminado.
(MI .. MO) .- y 21 (M2 - M
O)1 28 1 = R1 (1 Y21)- Y12
(8.27)




expresión alternativa a la (8.27) se presenta a -
introduciendo las flexibj.lidades f.. (i, j = 1 f 2) -1J
° f I2 (H2 - M~)8 1 = fU (MI - 111 ) +
(8.23)
° °8 2 = f 2I (I1 I -MI) + f n (M2 -112 )
Conviene
corresponden a los
observar que los momentos
de la solución modal.
M - Mal y M - MO122
La deformada de una viga se puede calcular como suma de
la deformada inicial -producj.da por las cargas directamente apli·-
cadas sobre la viga supuesta biempotrada- y de la deformada modal
generada por los giros 8 1 y 8 2 en sus extreffiOs (*), o bien;como a~
tuación de los momentos MI - H~ Y M2 - M~, correspondierltes a." la
solución modal.
En el caso de un voladizo, la deformada producida por el
voladizo bajo las cargas directas debe ser sumada a la debida al
giro' del arranque como nudo de la eslruc·tura.
NOTA (,') :
--_._--
Esta deformada corresponde, como es bien sabido] para una
viga de secci6n constante,a la siguiente ecuación~










- ~) 8L 2
Ejemplo S.10. En la estruc·i:ura de la figura S.22, la se:::.
ci6n del dintel es rectangular de 0,40 roo de canto y 0,30 IDo de an
cho. Los pilares son de sección cuadrada de 0,30 m. de lado. Las -
cargas actuantes se indican en la figura
propioo El m6dulo de elasticidad es de 2
y no se considera el peso
6 -2
. 10 tm .
a) Momentos flectores en los extremos de barras.
b) Leyes de axiles a lo largo de la barra 4-5.
e) Giro del nudo 4.
La estructura es intraslacional y la barra 6-7 e~a los
efect.os de cálculo. como un voladizo que impide; por otra part.e., el
descenso vertical del nudo 6. El momento de 2 mt. se transmite -
del nudo 6 al 4. deducie-ndu:;e el valor de 1 mt. Los restantes mo-
mentos de empot.ra.miento L(gido son inmedia·tos. La t.abla 8.9 resu
me el cálculo de Cross e Los resul-tados se exponen en las fj.guras




l,lS - 0,61 O 23· 10- 3 d· (·t·)=--R42-'~'--2S-6Ó--=" ra lanes pOSl lVO
La expresión al t.erna t:Lva (8.2 S) conduce a un valor ana'"
logo, como se comprueba él continuación:
e =4 (
-? 30 L 4 17) 5.0 - (6 98 - 4 ]-1)':>.:..9. =
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0,50,5y 0,5 i 0,5
1..----0-,-6-7-.~-----4~-,-l-- -7-~i---4-'-1-7--1 2, 6 5
\------1 ---·r------! ----
i M1 I Il ! 1,40 L 2,60 1,18 1 0,45
,----¡----i-----\I---+----
~2 0,00 0,59 1,30\ 0,00
, 3 i ! --+1-- I~---1---0-,_2-1-!--~, 38 ¡-°,61\-°,23
IFINALMt 0,52 i 6,98 ¡-2,30! 2,87
8050 ESTRUCTURAS BAJO ACCIONES REPRESENTADAS POR MOVIMIENTOS Y
DEFORMACIONES IMPUES1'1\S
En una estructura pueden existir acciones distintas de
las fuerzas y esfuerzos impuestos, que B_doptan forma de movimie!2.
t_os o deformaciones inic_iales. Estas acciones cinemáticas pueden
proceder de asientos en la cimen-tación (movimientos impuestos) o
b1en rnodif1cacj.ones en la forma 1n1c1al de las barras deb1do a -
temperatura¡ defectos constructivos, etc.
La técnj_ca de cálculo, es esencialmen-te identica al c~
so de acciones estáticas. Es prec1so obtener la solución inicial
--momentos de empo-trarnj.ento rfgido y deformada que se producen-
de las distintas acciones cinemáticas. A continuación se indican
algunas correspondientes a casos frecuentes.
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Ejemplo 8 ~ 11. Deducir los mOmel1:'tos de ernpotramien-to rí'-
gido y la elástica de una viga biernpotrada en sus é~x·'cremos 1 y 2)
de luz L, para cada una de las siguj_entes acciones: a). El extremo
1 gire:\, un ángulo 8. b). El ex·tremo 2 se desplaza transversalmente
respecto al 1 una magnitud A (figura 8.23).
Aplicando las ecuaciones constitutivas de la viga/se d~
ducen los momentos de empotramiento rígido para el caso de un gi--
ro 8 en el extremo 1.
y
Si la sección es constante, se obtiene:
y 2EIL 81
La deformada se calcula aplj_cando los teoremas de Mohr, o
bien direc-tamente usanco el procec~ir.iento e,e la viga conjugac~.a~ -
En el caso de El constante, la elástica es:
v(x) x 2= 8 1 x(l-L}
En el caso de un desplazamiento relativo A del extrémo
2 respec"to al 1, se
viga,y considerando
/




ecuaciones constitutivas de la




, 1 = + Y21 R2 ) L
O
- (RZ
AM2 + )'12 R1 ) J~
en donde el signo positivo de ji, corresponde a giro de la barra
ant.,thorario (pos:i.tivo)j según se muestra en la fi.(j''J.ra 8 ~ 23 ~
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Si la barra es de secci6n constante, las expresiones an
teriores se transforman en las siguientes:
6El--~T/l
La deformada se obti.ene a partir de las expresiones de
la viga conjugada¡ sumándole el movimiento de giro de esta, i:-
es decir:
En el caso de sección constante, se obtiene:
Fn 12 situ2ción oe barra arti.culada en el extremo 2) los
momentos de empotramiento r~gido serían los siguientes:
y
En el caso de sección constante se convierten, respecti-
vamente .. en:,
¡v¡O _ 3El O
1 L y
° 3ElMI = - -T2 t,
-"
Ejemplo 8.12. En la estructura de la figura 8.24a,calc~
lar la reacci6n en el nudo }. y los e:3fuerzos en la secci.6n A cen-
tral del dintel 3-5, cuando el nudo 4 sufre un descenso de un mil{
metro y un giro de 10- 3 radianes en sentido positivo;y la barra -
... J.19 -
2-] experimenta un incrernento de temperatura de 60°.
Las caracterlsticas del material son=
Módulo de elasticidad E - 2 10 5 kg cm- 2
Coeficiente de dilataci6n k ~ lO-S·C- l .
Todas las ~arras son de sección rectangular de canto
0,40 y ancho 0,30.
La deformada del estado inicial de la estructura ¡ -tras
los movimientos impuestos, se repJ:·esenta en la figura 8.24v (").
Fsta deform2.da se deduce mediante un procedimiento de
\'7illiot que se comenta con detalle en el siguj.ente capítulo dedicado
a las estructuras traslacionales. Agur, si bien los nudos experimell~
tan desplazamientos a pesar de ser la estructura intrasJ.acional, es-
tos movimientos iniciales impuestos, permanecen invariables en el me
canismo resistente de la estructura, lo que no ocurre en el caso de
estructuras traslacionales.
Si se denomina ~ a los movimientos transversales de ca
da barra, se obtiene el cuadro 8.10.
TABLA 8.10. Momentos de empotramiento r{gido
NO:l~?'1*t: Esta deformada inicial, que incluye los rrovimientos de los
nudos, debe de suma:C~J'2 a la. mcdal con ob~j(-;-to de obtener la
deformada final de J.a estructura. Ver el apartado 8.49
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Figura 8.24, rjempJ.o 8.128
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En esta -tabla e .10 los WGrc~e_ntos MO
11 cc~~r(-2spon6.0n a
los de empotramí.ento rígido debidos al 9irO 8 y ¿·~esplazamien.t.o t.rans
versal D{ respectivamente~
El cálculo de Cross conduce a los resultados finales -
~e los ~oroentos en los extre~os ~e barras:
8 . 11. Moment.os finales en ex·tremas de barras.
y M12 = -0,61 mt.
1"> 43 = 3 ,65 mt.
La reacción es el nudo 6 es:
R6 = 0,28 t.
mt
Los esfuerzos en la sección A son (sentido de avance 3-5)
Momento flector ~ = 2,00 mt.
cortante q = 0,60 t.
axil v = -0,568 t.
Las estructuras) como l?S bien conocido, se cimeD'tan en
el suelo que se suele suponer rígido, lo cual en muchas ocasiones
puede representar una idealización excesi va:·:nente alej ada de la -
realidad. Por ello, los asien-tos impues-tos permitenobviar esta P'2.
bre representación del suelo. Un método más adecuado y exacto
consiste en llevar a cabo el cálculo conjunt.o estruc-tura>~te:creno
de cimentación -in·teraccj~ón suelo·.... estructura-} que) no obstante} 86'-
lo en casos excepcionales (deformabilidad elevada del ter.reno, im
portancia de la es·tructura, etc.) se est:udia" Un modo de t.ener en
cuenta esta interacción suelo-estructura consiste en sustituir el
terreno por un muelle o conjunto de muelles elá~sticos (rep:_t"esent~
ci6n tipo Winkler)o Las constantes elásticas de los muell.es se de
ducen mediante expe:cimelytación. En el st9uJente. ejemplo se estudia
d ~. t' 1 . 'l''''' , . tun caso e traLamlen () a2 una narra que se empot-:ra 2, a.St:lca.m(~n'_e
en el terreno. Por simplicidad) ;3(::10 5'2 considera la interacción a'
la rotación, pero la extensión a otros movimientos es in!ncdiata~
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Ejemplo 8.13. Determinar la rigidez y el coeficiente de
transmisi6n Y12 y Rí = R de un·a. ba.rra rec·ta 1-2~ con el ex·tremo 2
empotrado elásticamente él. la rot:aci·ón, con constante de muelle k.
Estas caract:.erí,sticas se dará;1 en términos de las flexibilidades
f j . j o bien de las rigideces Rj . y transnüsión Yij. de la barra 12,
supuesta de nudos rrgidos.
Según la figura 8.25 se puede escribir:
81 f ll + f12
1
= Y R






En función de las rigideces se tiene; aná"logamente (fig~
ra 8.25b):
R Y = 1
2 k R












Figura 8.25. Ejemplo 8.13.
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Evidentemente, un modo de tratar esta situacion S1n nec~
sidad de utilizar barras con nuevas rigideces Ri y transmisi6n yi2'
consiste en introducir una nueva barra'a continuaci6h del 'nudó,-
que simule el comportamiento estructural del muelle (figura 8.25c).
Para ello se supone que la barra tiene una rigidez a la rotaci6n
igual a la constante de muelle k.
'M?:: .r-..MoA""Si se desease conocer la r<'gidez equivalente de la vigade dos vanos, se podr{a obtener med'ante el método de Cross, sup~
niendo la actuaci6n de un momento 1 en el extremo 1 de la barra.
Se deducen así los resultados siguientes:








-Y12Ra (1-Y 1 2Y21) - 112 k
k+RJ7f1- Y12y 211 k.+,;K (1-y12y 21 )
7
Y12 k . -)'1,.t( k~'INAL M
k:P1-Y12Y21) k+R1 ;1 Y12Y21 )
/ 1
Por lo tanto el coeficiente de transmisi6n es:






la inversa del giro en 1, es decir:
y » (-
21
que coincide con el valor hallado anteriormente.
8.6. CASOS ESPECIALES. BARRAS CON ARTICULACIONES INTERMEDIAS
El método de Cross permite obtener en un entramado pl~
no intrClslacional,sobre el que actúan en sus nndos un conjunto -
de momentos exteriores, los giros en estos nudos y los momentos
en los extre¡nos de las barras, reacción de la estructura sobre -
~stas. Mediante este procedimiento, es posible calcular el entr~
mado bajo cargas arbitrarias considerando una superposición de -
dos estados: inicial, de empotramiento rígido en todos los nudos
y modal, que equilibra los momentos exteriores producidos en el
empotramiento ficticio de los nudos en el estado anterior. La .-
respuesta de la estructura -esfuerzo o movimiento- se calcula)-
pues,como suma de la obtenida en cada uno de los dos estados an
teriores. A veces esta respuesta total se suele, por comodidad
de c&lcu]_o, descornponer en las situaciones :isostatica e hipe~
estática . La primera corresponde al entramado con momentos nu:-
los en los extremos de las barras (articulación en los nudos) y
la segunda introduce la respGesta debida a los momentos finales
del cálculo, en los eKtremos de las barras (nudos rrgj.dos). Es--
tos mamen-tos se calculan en la aplicación prá.cti.ca del mét.oc1o -
de Cross de un modo conjunto¡ ya que se suman los_ momentos (M~)
'-
de empotramiento rí~9ido~ Este procedimten.-to es to-t:almen"te váli-
do en la mayoría de las situaciones reales; sin embargo pueden
existir excepciones (barras con articulaciones intermedias) en
las que la situaci6n isostática correspoIlde a un mecanismo. El
siguiente ejemplo muestxa el rnodo de proceder en estos casos.
E:iemplo 8.14.
Calcular la estructura de la figura 8.26a, que represe~
ta longitudinalmente J.a de un puente p6rtico con una articulaci6n
central; bajo la acción de la carga representada~
Esta estructura evic'.enter,ente podría ser tratada me-
diante superposición de dos estados, simétrj.co y antimétrico, como
indica el siguiente cuadro~
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la propiedad de sirnetría de la estruct-ura 1 deduciendo las carac-
terfsticas de la barra 3-5~con la articulaci6n en la secci6n cen
tral, de acuerdo con las fórmulas obterlidas en el problema 7.6.
Así; se calculan los valores pa..ra la. barra 3·-5:
Los momentos de e1l1pot.ramj_en1:o rí'gido son:
HO = 11 PL1 32
532 PL
El cálculo de Cross se resume en la siguiente tabla:





Los resultados de la tabla 8.14 coinciden con los obte-
nidos an terio:cmen-te..
Al determinar las leyes de momentos flec-tores, se ob-
serva que en la viga central 3-5 no se pueden calcular las leyes
de momentos isost.áU.cos (en la viga biapoyada) ya que constituye
un mecanismo, al existir una articulación cen"tral. Est,as leyes
isostáticas de esfuerzos deben ser sumadas a las hiperes-táticas
que se deducen directamente de los resultados del Cross como ac-
ciones extertores en la vig-a articulada en sus extremos <o Se obvj.a
esta dificultad recuperando la idea original del método de Cross,
y sumando las dos soluciones, 1.nic:i.a1 y modal, que corresponden _.
siempre a barras est:ables ,tal como se ilustra en la figura 8.2 6c.
Análogo problema aparece en la determinación de los g.1:.
ros en los apoyos, ya que en la barra 3-5 existe la posibilidad
de una rotación sirnet..r:ica de sus apoyos empotrados sin que apare~
can momen-tos de empotre.miento rfgido (figura 8.260.). Alternativa-
mente, este hecho implica que no es posible conocer los ~lgulos
de giro el y e2 de los extremos de la barra 3-5, a partir de las
ecuaciones constitutivas de la barra, expresadas por las ecuacio-
nes (8.26), (8.27) Y (8.28), ya que son ahora Llnealmente depen-·
dientes. La única posibilidad vá'lida co.:c.responde a u·ti15_zar la -













.-. 0 , 031 El
Estos valorE:s:- sin emba~:<;Jo ¡ son aproxim3.dos~ya que dn.i-
,P •
camente se han considera.do t:ceE etapas de l:8pa.rto en el cálculo
de Cross. Se pueden obtener los valores e~{ac'tos considera~do las
barras concu:r:r(~11tes. En <=:f(~ct.o" ;.::~stos valore.:.) dE~bE;n de coincid.i.J:
"
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con los giros de los rest.éJ.nt:es extrernos de l.as bar.re.s coinciden-~
tes, es decir~
(8.30)
Los valores de los giros de las barras restantes se de













Se observa que la suma de los ángulos en los ex'cremos -
de la barra 3-5 es:
1
-48
que coincide." como comprobación)' con la suma obtenida a partir de
las ecuaciones constitutivas de la barra 3-5. En este caso, las
dos ecuaciones (8.26) se convierten en la única siguiente:
EJERCICIOS. ENUNCIADOS
B.1. En una viga de nudos 1 y 2 de secci6n variable,de luz L)se -
conocen los valores de sus rigic.~eces R1 y R 2i, así como sus CO~
ficientes de transmisi.6n Y12 y Y21- Se considera una viga s~
mét.rica de luz 2L¡cons Jcituida por la dada y su simetrica res
pecto al nudo 2, en la que se desea determinar:
1) Rigidez Pi = P2'= py transmisi6n g12 = g21 g.
2) Momentos de empot:ramien'to ríg:ldo bajo una. carg-a uniforme
de intensidad p } extendida a toda. su luz ~~ = -~~ = ~O) c.<?
1 d . t "'d O Onacidos os momentos e empotramlen-o rlgl O)M1 y -M21 en
la viga original 1-2 bajo carga gravitatoria de intensi~
dad p uniforme en toda su luz.
8.2. Calcular la. rigidez RI = R Y la transmisi6n yt2 = y de una
barra recta de nudos 1-2 y longitud L, suponiendo que su e~
tremo 2 este';' apoya.do tra.nsversalmen·te en un muelle eli'tstico
de constante k, pero que no permite el giro de la sección.
8.3. En una barra recta de sección variable y longitud L.cuyos ex
." ._- --
tremas se representan por 1 y.2 J se conocen las rigideces R1
y R2 Y el coeficiente de transmisi6n Y12.
Sea la pieza rec-ta 1 T --2 I compues-ta por tres barras en serie ~
La primera, l' -1} de longi·tud aJ.' se supone infinitamente ríge!-.
da a flexi6n; la segunda,es la barra anterior J.-2,de longitud
L;I y la tercera, 2·-2 " es una nueva barra rígida de longi tud a 2 .
S~ desea obtener las rigideces (R: y R2') Y coeficientes de.L _




= 0,8 . 10
Y12= 0,6
al = 2 m"
a 2 = 3 m.
L = 10,0 lTI.
de las longitudes a y
del problema 8.2. en funci6n
1,2) de la barra recta 1-2 y
8.4. Calcular las flexibilidades f! _1J
de
(i,j = 1,2) de la
las flexibilidades
pieza 1'-2'
f .. {i,j =l_J
b.
8.5. Calcular la rigidez de una viga semiinfinita,de secci6n uni-
forme (El);, inmersa en un medio elástico de módulo de balasto
(constante de muelle por unidad J ongi.tuC'.) de valor k.
Este problema permi-te sünular el compor'camiento de un pilote.
Se sugiere utilizar la ecuaci6n diferencial de la viga sobre
cimentaci6n elástica.
8.6. En una pieza recta de nudos extremos 1 y 2,con secci6n cons-
tante (EI) y luz L, se desea de'cerminar sus rigideces y coe-
ficientes de transmisi6!1. Durante la construcción de la ba-
rra se ha producido un defecto en la sección situada a una -
distancia lL del extremo 1(0<\<1).
A efectos del c§lculo anterior se realizan respecto al com-






Figura 8,27. Ejercicio g,l.
Figura 8.28. Ejercicio 8.9.









Fi~Jura B. 29 ~ l~j ercicio (;.10"
1
T'igura 8,30. Ejercicio 8.J.1.
las c2racterrsti(~dS resis-t: r0ntes
Hj. is 1. Se supone q~l~~ 21 ~~~
Hip6tesis 2~ Se supone que el d~t~2:j.OYO de la secci.6n es tal
decir, es incapaz de re-
sistj.r momentos flectorcs
Hip6tesis 3. Se produce una artJcuJación con rozamiento, es
decir r si existe una di.fcrencin de giros eJ1tre las dos caras
(d6rsal y frontal) de la seco
mento [lector m, tal que
siendo f un coeficiente conocido.
d~::: valor Oi aparece u.n 1'no
Obtener para cad¿-{ tti1';' ¿U~ 10.5 h sis las caracterfsticas -
elas de la
8.7. La barra recta de extremos 1 y 2 tiene una longitud L. Se -
sabe que si se supone úJ:'t,iculada en 1 y empo"trada en 2 apa~'
rece un giro en 1, 81 , Y m, momento en 2, N2 :cuando un
movimiento relativo A de un extreDo re otro~ Por -
otro lado; si se supone biapoyada en sus extremos, la apJ.ica-
ción de un mornent:o unidad (~n 1 produce un giro 6,j~ en el ex-'
tremo /;L·
Se desea COllocer las rigid2ces y coeficientes de trarlsrnisi6n
de la barra.
Apl r .nurr~erlca :
f, = 0, OJJ!m;
8. 8 ~ Del COElpo.rtEu.n:ier~to eláf..;·tico de una barra recta 1,-2 de secci6n
en sus ex'tremas y se apl~
la barra se encuentra biempot_rada y
Si se supone ].2 barra biarticulada
I
ca un momento uni.dad en-:2~'j apareuen los gir()s O1 Y 02' Por o-
se produce
un desplazamiento relat.:ivo unidad c1.f21 extremo 2 respec-to al
1., los ~i.l.0fl1ent.os de ernpotra.mien:to son H~ y H~.
Determina0con los ~nicos datos anteriores, si es posible
conocer los valores de las rigideces y coeficientes de trans
misión de la barra.
8.90 D(3tt~rminar las ri'jideces y coeficientes de -transmisión de la
viga compuesta de la figura 8.28. en la que las vigas ~xtre­
illes, de longitud L , tienen unas características conocidas Pi'











1 -- 10 m. ;
g21 = 0,96
L --- 4 m.
8 ~ 10. Ca.lcular la. rigid(:::z simét.rica de la viga recta de ancho cons
tante de .La. figu:ca. 8" 29. Y los momentos de empoi::r:arr.íento· rr--
g-ic1o bajo la acción de u.na car~:ra 9ra"-Ji.t:.atoria uX1iforme de
-1 '2,0 tm extendida en toda la luz. M6dulo de elasticidad del
6 -2
material E = 2 . 10 tm '.
8.11. Calcular en la estructura de la figura 8.30,solicitada por -
las acciones indicadas: a) Leyes de esfllerzos. b) Despl.aza-
mierlto ve~,tical del Dlldo 2p
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Todns las barras son de secci6n
-' 06 . --2.ela,s·ticidac1 F = 2 ~ J. cm
20,5 . 0,30 m y módulo de




2 . 10 kg cn





figura 8.32. cuando act6a una carga de viento -
sobre la fachada~
Todas las barras son
elasticidad es F = 2.
de sección 0,40
5 .,2.
. 10 trn •
x 0,20 m2. y el m6dulo de
8.14~ Determinar la flecha en la secci6n A de la viga continua de
la figura 8.33~
Aplicaci6n num€rica: P = 100 .. .~ ., él 600 m.
Viga de ancho constan-te b
c 2 :::, O,90~
0,30 m. Cantos: c 1 = 0,45 Y
6 -2Módulo de elasticidad: E - 2. . 10 tm .; ). = 0,375.
B~15~ En la estructura de la figura 8.34. todas las barras son de
secci6n rectángular COJlstante (canto 0,50 m y ancho DI 30 m) ,
excepto la 2-3, que es sim€tricR y de secci6n variable~ Es-
ta barra se comporta como sigue:
Si se supone articulada en sus extremos y se aplica un mamen
to de 1 lot. en el extremo 2 aparecen los ángulos:
5 -5B~ - 6,0 . 10 Y 83 = -4,0 . 10 radianes.Lo
~f.';H-'
'1'}'::'~'-~"~--" JI- ... ¡~















Figura 8~32. EjeJ~cicio 8~13~
~ J ()
.'..1 U
En cambio si actua una carga de 1
. '3 O '0- 4 -_.,~j l' ecen glros ce . r "J. J. c:CU.. a_le.;, ~
-1tm en toda la luz
Calcular los esfuerzos en la .,seCClon central de la viqa 2-3.,
incremento de t.e:l1pcl:.'D.t:.u:ca de 40° en -todas sus barras.
Caracterfsticas d2 las barras~
Sección de Or40 o 0¡30 ?In o 6Y médulo de ela.f3Licj.dad ? . 10 ~2tm "
-'SEJ. coeficiente de dilataci6n t6rmica-es 10 .
,
I ,/~ ('1





















8, 1, P = ~2'- (p" + P t);
S..LlTl an-
SiellC) o
p - p .




Si la viga inicial es simetrica R1 = R2 = R Y Y12 =
= y - y los valores anteriores se convierten en los siguie~21
tes ~
Rp = 4(2y + 3) (1 - y) y = ~y+~g 2y+3
n n
= M\'1 '1
o O L2(Rl +R2 Y21) (1-'2-1'11 + P2')+ ~-.-~'-.-.~~--.--'-'-.~--~"~.--'--
R2 (1+y21) + R1 (1+Y12)
Si R1 = R2 = R Y Y12 = Y21 =
de empot-ramiento ri.gido son iguales en
se obtiene:
y .así COE1º los
valor absoluto
lll_OE1.en to s <-
"O = '10 = ¡'I,O~ '1 " 2
-~-.----~?-----l----,·---·----.-.~.





























= R Ji 1- --.l(l-ty )1 ' L 12 (1+ 2Y 12
R .
2+ ~.~) }R1
f{~ = 1,4264.10 5
L
R2 = 2,3054 . 105 Yi2=O,928 'v' I =O,S')J.r 21 ~
8,,4<. ~3ea ¡L (~.) TI ex ~o L El entonces
es decir




) 11 2 2 .
f~2
R = 2EI S con
8.6. I:l4 L
23 (1--\) El
R2 - 1'::3\(1-\) L




4(9:1 2 +f) El
-- i2(1--]\ (l-\)}+f L
8.7. R1 - 2,917 10
4 m"c.
R2 = 3,267 . 10
4
mt.





!I-(R~ + ·Y .. , R l ) L¿ J_-,-.
o -
1 =
con lo que resulta
1
-- ~-_.~"""~._._.. --
82 + Y21 81
Las flexibilidades de la viga son:




R = 3486 ; y = 0,328
8.10.
El
cR = 2,909 ---- -- 2424 rot. con I inercia en la sec--
s L e




(10 (20'-x)x dx 3355
= q _o~2--'- = q
. O El E
!'A°
1 2
= R 80 - 40,668 q - 1,220 9~ = 81,34 mt.s 12
8.11. Ver los esfuerzos en la figura 8.35.
La flecha es,
Y2 = v 20 + 83 , L = 0,1066 + 0,7266 = 0,83 mm.
8.12. Estructura antimetrica. Los momentos finales del Cross son,
.. -- . - - - ';' -, -
¡BARRA 12-1 ¡ 2-3



























Flecha hiperestatica v~ H 2= 16EI
1
(8-n )
Fleche. final vA 0,0866 rn.
.- J/~9 "~
8.18~ Los esfuerzos so~ J.eyes lineales a.lo largo de cada barra
con los valores en sus extremos expresados en la tabla:
Sentido de avance izquierda-derecha, abajo-arriba.
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METODO DE CROSS, ESTRUCTURI, TRi\SLhCIONM,
9.1. DEFINICIONES
Se ha visto en el capitulo 7 que las estructuras in-
traslacionales se caracterizan por ser capaces de resistir la.s fuer
zas extcriores (*) mediante deformaciones producidas únicamente por
los giros en los nudos (*), sin necesidad de que se desplace~.Estos
giros permiten siempre, como se ha expuesto en el desarrollo del m§
todo de Cross, alcanzar el equilibrio de momentos alrededor de ca·-
da nudo y en cada barra. Sin embargo, los restantes esfuerzos, cor-
tantes y axiles, aparecen y equilibran las fuerzas exteriores si exis
te suficiente número, el' de coaccj_ones exteriores (ecuaciones 7. 7f
7.8 Y 7.9), adecuadamente dispuestas. En caso contrario, la estruc-
tura precisa que sus nudos se desplacen con objeto de modificar los
esfuerzos- momentos flectores, cortantes y axiles-de modo que equi-
libren a las fuerzas exteriores, en los nudos y barras de la estruc
tura.
Una estructura traslacional se reconoce por el hecho
de que al llevar a cabo un cálculo de Cross, como el indicado en los
capitulos anteriores, y ohtener las leyes de variaci6n de momentos
flectores y esfuerzos cortantes, no es posible deducir, en general
para una carga arbitraria, unos esfuerzos axiles que equilibran ts
dos sus nudos y barras. Esto significa que la estructura considera
• NOTA(*). Conviene recordar que en el caso de movimientos y deform~
ciones impuestas, los nudos pueden sufrir desplazamientos
o traslaciones que corresponden a los valores iniciales -
introdbcidos, sin que implique que la estructura sea tras
lacional, ya que ésta resiste la acci6n sin necesidad de
que sus nudos precisen traslaciones adicionales. Ver apa~
tado 8.5.
- JSl -
da como articulada constituye un mecanismo, con un ndmero a de gra-
dos de movimientos o líbertad 1 que no puede soportar un sisteIll.2 g-e"·
neral de fuerzas -las exteriores y los esfuerzos cortantes- median-
te axiles. Alternativamente/este hecho implicil que es posible en-
contrar en la estructura traslacional¡ supuesta articulada en sus
nudos, una base de a modos de movimientos de sus nudos, sin que las
barras sufran deformaciones axile~o sea, modifiquen sus longitudes.
Se puede definir un estado paramé"trico mediante un -
vector cuyos elementos son las componentes ordenadas de los despl~,
zamientos de los nudos. El grado de l:raslacionalidad Ci represenl:a -
la dimensi6n de este conjunto vectorial. La base de a vectores sUP2
ne que son linealmente independientes y cualquier posible estado p~
ramétrico puede expresarse como combinacj.6n linéal de los estados .-
paramétricos de la base.
Conviene recordar aqui que se supone siguen siendo
válidas las hip6tesis del cálculo lineal y de la elongabilidad de -
Llas barras es nula. (Erl = O) f expuestas en un capitulo enter ioro Pn paE
ticular¡ se admite que las deformaciones son funcj.ones lineale-s de -
los movimientos, es decir, sus cuadrados son despreciables en comp~
:r-aci6n con la unidad (*).
Se denomina grado de traslacionalidad de una estructu
ra al nfimero máximo a de estados parámetricos o distintos modos 1J".
nealmente independientes de traslación de sus nudos que existen sin
modificar las 10ng.1tudes de las barras, suponiendo la estructura al.'.
ticulada. Este valor a corresponde al orden del mecanismo o nGmero
mfnimo de coacciones -internas (barras) o externas (apoyos)- preci-
NOTA(*) Bsta hipótesis supone por ejemplo que el ~ngulo a de giro
de una barra es 'tal que sena = h Y COSa = 1.
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saspara convertir la estructura articulada en is6statica /Matema-
ti e aJ"r.en te f est:.e número el f salvo estruc-turas con geoJY';etrias críticas!
viene dado por la fÓrmula,
ex = E-I (9 .1)
en donde 1 y E representan el número de inc6gnitas y ecuaciones que
aparecen en el equilibrio de fuerzas de la estructura, es decir, se
gún las expresiones (7.7) y (7.8~ se obtiene:
( 9 • 2)
con B, N Y Cl respectivamente el número de barras, y coacciones ~
existentes en la estructura supuesta articulada.
Las ex inc6gnitas extra precisas para satisfacer las ex
condiciones representadas por la expresi6n (9.1) son los modos de -
movimiento o estados paramétricos de la estructura.
En el cálculo de una estructura traslacional, es fun-
damental determinar el grado de traslacionalidad 0'7 así como los" es
tados pardmé'tricos linealment,e independientes. Con este objeto es -
importante introducir la idea de grupo cotraslacional de nudos, co-
mo un conjunto de nudos de la estructura que se desplazan cuando se
produce un movi~iento de traslación en uno de ellos, suponiendo que
las barras no modifican su longitud.
Un modo práctico de ohtener el grado de traslacional!
dad de una estructura consiste en introducir un número adicional de
barras de modo que los nudos no puedan desplazarse, es decir, que -
con las barras rf9idas la estructura se convierta en un sólido rí-
gido. Alternativamente, se p\.lede imponer una serie de coaccl.ones a-
dicicnales, en forma de apoyos ex·teriores, de moco que impidan todos
i\






,l" ..-=. '" ..--, =,'
I .
I '¡ ~_·:;;.-~.:.I: ~:~.::~ '·:.rc~
i I-~ _~ 1.~- J" .,,~ -~
¡,{~;;::':~;;'-'-:;¡;:'--·::;'::::'r"" 't !
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Figura 9~1, Grados de traslacionalidad.
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los mov5.mientos de los nudosa Es importante, en estos casos; descu-
brir En la estructura los conjuntos de nudos cotraslacionales, ya
que imptdienao el movirniento de uno el.e sus nudos r todos los restan·-
tes permanecen sin desplazarse (figura 9.1). 1108 esta¿os pRrám6tri.
cas linealmente independien-t(~s se pU2denf~ np-terrnj,nFl.Y UD.?' vez intJ:o-
c:uciclas las coacciones exteriDres (~- in.te:rnas, o C!.e arr'!::'os tipos a lo
ve~ liberando sucesivamente cada uno de ellos e imponiendo un movi
mi.enta arlJitrario en la dirección eficaz de la coacci6n, que induce
en todos los nudos del grupo cotrasJ.acional los movimientos corres-
pondierites. A estos efectos, los movimientos ligados de los restan-
tes Dlldos del grupo cotra~lacj.onal se ob,tienen mediante un diagrama
del tipo Williot (suponiendo deformación nula de las barras) O bien
considera r00 la propiedad siguiente del movimiento de una barra ri-
gida (Si.D deformación) (figura 9.2.):
Los desplazamientos de los extremos de una barra rert?
son t.ales que sus proyecciones sobre ella son iguales (*). (Figura
Esta forma de obtención de los sucesivos estados par~
métricos asegura su independencia lineal, ya que en cada uno de ellos
existe una componente del movimiento distint~ de cero que es)sin-
embargo, nula en los restantes ,estados parametricos.
Se observa que si bien el número de coacciones que con
vierten una estructura en intraslacional -para cualquier estado de -
eEit"ga- est¿{ determinado r la disposición e.e estas coacciones en general no e st
lll:ixocamente definioo. Por consiguiente el conjunto de estados paramétriccs
~l,~º~.A (*J-=.. Esta propi0oad es consecuencta del bien conocido teorema
de la Cine0ática Cl§sica, que expresa las velocidades (o
movimientos infinitesimales) de un sólido rigido como un








Figura 9.3. Movimiento de una barra rígida.
( ., '.
- /.• ) h
Figura 9~5~ Transfor~aci6n de bases de estados paramétricos.
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no es anico, si bien considerados como un conjunto vectorial -con
vectores con component,es los desplazamiE:n-tos de los nudos--) c2~da uno
de ellos constituye una base (figura 9.4). Se puede ,mediante una -
transformación linealppasar de un estado parámetrico a otro (cambio
de bases), lo que puede ser de interés en el oálculscomo se verá
mas adelante (figura 9.5).
Se observa,en el caso de la figura 9.5,que uno de los
estados paramé'tricos, (A), no se deduce de liberar coaccj,ones ünpue~
tas en los nudos; en cambio, el (B) corresponde a la liberalización
"
de los apoyos introducidos en la figura 9.1. Sin embargo,la misma -
colocación de apoyos conduce a diferentes fases dE~ estados pa_ra'tne--
tricos, como se indica en la figura 9.6, si se liberalizan sj,mul tá',-
neamente varios de ello~o bien;si se disponen de l1n modo diferente
(figura 9.7).
En cualquier casS los apoyos deben de ser situados de
modo que coacc,ionen movimien'tos, 'teniendo en cuenta el hecho de que
las barra,s de la estructura son rígidas. Por ej emplo) la dispos ición
de un apoyo en un nudo que coaccione el desplazamiento vertica~en
una esJcructura pórt_ico de ed.i.ficación normal, no debe realizarse, -
ya que no actGa el apoyo, por ser los soportes inelongahles.
Por otra parte, es importante tener presente, en la
deducción del grado de traslacionalidad de una estructura, la dis
posición geométrica y posibles si~etrías de las coacciones de
(posiciones críticas), que pueden modificar el valor de,
a. (Figura 9.8).
Problema distinto aparece en
de traslacionalidad a que constituye una
estructuraSL~cuyo grado
característica propia -
estructural inc1epenc1iente cl.e las cargas- ~3e reduce (en roalidad 21




Figura 9.6. Bases distintas. Estructura edificación.
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gunos es·tados paramétricos son inactivos) ]-:>e:tjo cie:c(:os tipos de ac-
( , ... , )' /ciones Slrnetrlcas, etc .. ASi, la estrllctura pórtico simple (figura
. ....
9.2a)¡ simetrica) bajo la acción de una carga simé-trica >se convierte 21-1
intraslacional,y an~logamente)el p5rtico simétrico a dos aguas (fi-·
gura 9.2c), bajo cargas sim~tricas,s61o'presentaun modo de movimien
tos o estado paramétrico;simétrico al A2 de la figura 9.5.
Por último, conviene resaltar el carácter relativo de
los conceptos de nudo y barra ~por lo tanto, del grado de tras lacio
nalidad. Por ej emplo, es posible introducir en una 8[:i"i:::.ructura nudos
intermedios en una barra y generar así varias barras. Este proceso -
modifica el grado de traslacionalidad} ya que ahora es preciso COétr,-
tar el movimiento (flecha) de los nudos intermedios. Por ejemplo, la
estructura pórtico simple de la figura 9.9 presenta un gradodei:ras
lacionalidad a = 1; sin embargo) si se consic3era que la barra 1-2 es·-
tá constituida por dos, formadas por las Q<JT;'ilB 1,",5 Y 5-2" el grado de
traslacionalidad se incrementa a a=2. Psta posibilidad de introduc-
ci6n de nudos adicionales intermedios en una barra puede)a vece~ ser
/
conveniente. por ejemplo,, ..
dinal de la inercia de la
si J.a barra presenta una variaci6n,longitu
1
forma que se indi.ce. en la f:i.s;rura ~9 e" en .-
ese caso, se presentan dos posibilidades de cálculo de la estructura:
a) Obtener las rigideces y coeficientes detransmisi6n y
así como los momentos de empotramiento rfgido 1 de la barra de secci6n
variable, 1-2 , Y calcular la estructura con cuac:r:o nudos y tres barras ¡
con un grado de 'craslacionaliC!ad C( = l.
bl Considerar un nudo extra, 5,con lo que todas las b~
rras de la estructura son de secci6n constante, con la simplificaci6n
de cálculo que eso ¿onl1eva, y analizar la estrllctura de cuatro barra~
cinco nudos y dos grados de traslacionalidad.
La elección de uno u otro m~todo depend~ en carla. C?S0,
~e numerosos factores, que pueden COMplicar el cáJ.culo y que se har§n
~videntes a lo largo de este capitulo.
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Figura 9.7. Bases distintas" Pórtico a dos aguas.
Disposición geométrica.
t· ,.. (.. e
Figura 9~9. Depel)dencia del grado de tr~slacionalidad de ].a eJ_ecci6n
de }os nuelos.
9.2. CALCULO DE ESTRUCTUPAS TPASLACIONA.LES
9.2.1. INTRODUCCION
A continuación se (Jesdrr~()llael r'étcdo in(:¡ irecto l~,e calcu
lo de estructuras trasJ.acionaJ.es, que por su siQplificada y relati-
vamente escasa introducción de ideas nuevas en el Io€todo de Crcss,
resulta m&s adecuado y did~ctico que 8yposici6n del método de -
Cross directo~ Este permite alcanzar la respuesta de una estructura}
traslacional~ de un modo directo, Bediante aproxi¡naciones sucesivas
que equilibra, en cada etapa~todos 8118 esfuerzos con las fuerzas e~
teriores~ Este m~todo de Cross direct0'~ impJ.ica la introducci6n de
los conceptos de rigidez de pis~que J.irnitan su aplicaci6n fundarnen
talmente a estructuras de edificación senciJ.las~y.por otra parte~su
" .'
mayor: complej idad con1putac ionc:·l; y su lenta convergencia lo convierten
en menos preferible que el método de Cross indirecto o de superpos!
~ ~
cion de estado~que es mas general y simple ¿e c~l,culc. Por este mo
-tivo! solo se expone aquí el rué-todo indirec"to de cálculo de Cross o
9.2.2. ETAPAS DEL CALCULO
En esellcianel an§lfsis de Ulla estructura traslacional
"
se lleva a cabo mediante superposici6n de cálculos de estados de caE
gas aplicadas a estructuras ~ntraslacionales. Ilos resulta~os finales
suma de los obtenidos en cada uno de los estados intra.slacionales,,-
deben de satisfacer las a condiciones de equilibrio de fuerzas, que
implica el grado de traslacionalidade El siguient.e~ejerr'plo sencillo
sirve para exponer estas ideas del cglculo,Y posteri.ormente se est~
rá en condiciones de resumir J.as fases que conlleva el análisis de
una estructura traslacional.
Ejemplo 9.1. Calcular la estructura p6rtico simple de
la figura 9.10.
"- lG2 _.
La estructura es traslacional con un grado de tras la-
cionalidad (( = 1, Se introduc'2 provisionalmente un apoyo que la co.':'.
vierte en intraslacional y se supone que el estado final de la es--
tructura es suma c,e un esU,do (O) :lntraslacional, en equilibrio con
las acci()nes exteriores) y un estado (1) procedente de un movimiento
incógnita correspondiente él. .la coacción coartada por el apoyo prov2-_
sional (figura 9811a). Este movimiento incógnita se deterrni.na con -
la condición de que eJ apoyo provisional ficticio tenga reacci6n f!
nal nula y,por J.o tanto, puede considerarse inexistente. El cálculo
de Cross de estos dos estados se resume en la tabla 901. Conviene -
ob:.;ervar qUE-: las élCCJ_Ones correr,;pondientes al estado 2 son antisimé
tricas, por lo que pudo simplificarse el análisis con respecto al -
llevado a cabo en la tabla g,J, pero no se ha planteado de este mo-
do con objeto de alcanzar una mayor claridad en la exposici6n,
La situaci6n inicial ~el estado (1) corresponde a un estado
par2mé trico de la estructure, traslacional, incluyendo los n'omentos
de empotramiento rígido que ir'pi clen el giro de los extremos de las
barras estos solo sufren desplazamientos relativos transversa-
les. El cálculo de estos momentos iniciales ha sido expuesto en el
apartado 8,5. Las deformadas iniciales y finales de los dos estados
del cálculo se representan asimismo en la figura 9.11a. Para el es-
tado (2) se ha supuesto un movimiento inc6gnita en el apoyo y el
cálculo se efectlía considerando un desplazamiento unidad,y los resul
tado~ multiplicandolos por el valor inc6gnita del movimiento,
Las leyes de esfuerzos -momentos flectores, cortantes
y axiles-se deducen segdn el procedimiento expuesto en el capítulo
7 y se muestran en la figura 9,11b. En particula~del equilibrio
en Jos nudos SR pueren obtener las reacci,ones R (O) Y R (1) en el ap~
yo ficticio,para cada uno de los estados del cálculo.
,"'. i
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La condición que permite calcular A e~como se ha in
dicado, la siguiente:
R = R(O) + AR(l) - O
y los resultados finales se deducen por superposición de los dos es
tados (1) y (2). Estos resultados se representan en la misma figura
9.11.
Del método de c&lculo anterior se pueden deducir va---
rias consecuencias. En primer lugar, no es preciso imponer un movi-
miento unidad a los estados paramétricos, es decir, se pueden intro
ducir, como soluci6n inicial del estado (1)) valores convenientes) pr2
porcionales a .los correspondientes a un movimiento unidad. En este
caso pueden)por ejemplo, suponerse los siguientes ~ornentos de empo··
tramiento r1gido.
-lOOX




NO 6ET A= .- ~,,~2 ¿
L
esta forma, la incógnita
A, pero está relacionada
(9.1)
X no constituye el movi-
'"con este mediante la ex
L2
A -- El' 100X (9 .2)
Por otra parte, no es precisa la determinación de to-
das las leyes de esfuerzos de la estructura,y en particular la de -
axiles, para deducir el valor de la reacción final en apoyo fic-
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ticiOa En efecto, seg6n se j.ndica en la figura 9,12, basta plantear
el equilibrio de fuerzas horizontales en la parte rle la estructura
aislada (dintel) Por la sección l-\--A, Se deaucen así~ las reacciones. ,
en cada estado~
3,60-64~ P ( 9 • 3 )
(9,4)
y por consiguiente
(OR ;::; R ) + X R(1) = O ( 9 , 5 )
es decir " = "L 286 10 .. 2 PL_A .,. o 64 (9 06)
Los res!J.l tados del Cross -se deducen directamente de
la siguiente tabla 9.2, que constituye una continuación de la 9.1
alYterior"
TP..BLl-\ 9 ~ 2 ~ Hesul-tados finales del Cross traslacional







1-2¡;;\-;;~_S -------~;-_l-T-2- 3 ¡. .. 3-:. 2 I 3-. 4 1
¡------.--.-:-...~.~----¡-----~-- !-------Ir-~~¡
: 11(0) (-5,20 5,20 '-2,80 1 2,80 ¡ -2,60 I
¡,--------·-·------,..,-···-----·t-,..-~~·--.....,· t·---,----·--~_·J-~~------~~-·~·i~~--~~---~-~(--· -...--~-.~-- ~-¡
¡ ("1 ) .' " , 1 ' 1! 1" - ',60 ¡-60 ; ·-60 60 ¡ 80 ¡ 80
l-,-~----·~----.-,_-c-_i'--..,~--.,~.-,_,.J.,__.,,_~___,.__.~_"_~~.._._~__~_~.~ : :' --~-~~-;~._-. -----,-~-,,~
I (O) '1\ ! ' í r¡'H; +XM' ~ -4,429 !.,1,429 . "3,571! 3,571 l -1,829 2,171
í __,__.. .,._~__...~__..~ .__,..--"_ ..~~;' '_.~._~.~_. ~.::. ,~ ~.__\_~~_ 1,. _~_~ . 1 . ,~ . _
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Por ~ltimo)conviene obserVar. que 110 es preciso obte-
. (O) (1) ~
ner las reaCClones R y R para el calculo de la incógnita X,c~
rrespondiente al desplazamient.o del dintel, puesto que es sufi ciente
tener en cuenta el equilibrio de los esfuerzos en el estado final, -
es decir, las a ·condiciones extra de equilibrio que exige una estru~
tura con grado de traslaci.onalLdad a, y que han sido cOl"entadts en
el apartado 9.1. Esta observacióE,.'" es importante; a veces} en estrrtct~
ras con varios grados de libertad I porque reduce el esfuerzo .-, de cá.!,
culo, como se verá más ad21ant:.e; permi tiendo) por o-tra. parte,) una ma.yor
flexibilidad en el planteamiento de las ecuaciones que determinan las
incógni"tas en desplazamientos. En el ejemplo) la ecuac.i6:n de equil:f..·-·-
brío de esfuerzos' podría ser la correspondient_8 a la componente 110-
e -
rizontal de las fuerzas que actGan sobre el dinte~ supuesta cortada
la estructura segGn la sección A-A (figura 9.12), es decir:
l:Q + H = O (9.7)
con H componente horizontal de las fuerzas exteriores de l~ estructu
ra (en este caso H = O), Y IQ suma de las fuerzas/componentes dorsa-
les de los esfuerzos cortantes;!inales¡cuyas expresiones son:
(9 • 8 )
Por lo tanto,se obtiene la condición:
t{-(5,20+2,60)~¡+(60+80)X}+t{(2,80+l,40)C~+(60+80)X}= O
que conduce a idéntica ecuación a la (9.5), resulUmdo la soluci.ón

















Finura 9.12. Establecimiento de las ecuaciones de equilibrio.
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De lDs coItlentarios reccgj_dos en el análisis de la es
tructura del ejemplo anterio~ se deduce e]. siguiente procedimiento
operativo ~e cá].culo de una estructura traslacional, que se puede
dividir en las siguientes etapas~
1) Determinación del grado de traslacionalidad a y de los
correspondientes a estados param6tricos de la estructura correspon-
dientes a una base. La forma de actuación en esta etapa ha sido co-
mentada en detalle en el apartado 9.1. Un modo conveniente pero no
unico, de obtención del valor a y de los a estados paramétricos con
siste en hacer intraslacional la estructura mediante la introducción
de a apoyos exteriores~ A continuación aplicar sucesivamente moví--
mientas unitarios (asientos) en cada uno de estos apoyos, deforman-
dose la estructura (estado param6trico) suponiendo que no existe IDO
dificación en las longitudes de las barras. A estos efectos, el con
cepto de grupo cotraslacional de nudos es de gran interés.
2) Realización de a+1 calcu16s intraslacionales de Cross.
; ,
El primero de ellos~ corresponde a la actuación de las cargas reales
,.
sobre la estructura supues'ca intraslacional; y se (;.esigna aquí como
estado de cargas (O). A veces, este estado de cargas (O) produce mo-
mentos nulos -no es preciso llevar a cabo el cálculo de Cross-)pero
no así esfuerzos axiles, cuando las cargas están aplicadas en los -
nudos de la estructura~ Los a cálcuios restantes de Cross correspo~
den a los estados parámetricos que se cesignan como estados de car-
ga (a), con a = 1,2....". Cada uno produce como solución inicj.al !'lomen
tos no nulos de empo·tramiento ríc¡i.do debi.dos al g'iro de las distin-
tas barras,y.que deben ser equilibrados en cada nudo mediante giros
de, éstas (sOlución modal). Conviene tener presente que'" a veces se ~
D1IPrlen ~educir unos- esta~os ~e otros mediante siretrias y antin'et~!
as. Por otra parte; se pueden considerar en el cálculo) como momentos
de empotramiento rígido de la solución inictal) valores proporciona--
les a los debidos a un movimiento unidad del correspondiente estado
par'ilrrétrico. En efecto, este camb:i.o sólo modif.ica el coeficiente cel
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desplazarriento incógnita a determinar, por lo que el valor de este
resultará multiplicado por el valor inverso del factor de proporci~
nalidad considerado.
3) Plantearnient:.o de G ecuaciones de equilibrio de fue::
zaSR Para elJ.o exi.sten dos posibilidades~ La pri.mera, que presenta -
un car~cter muy sistemático, estriba en obtener la reacci6n en cada
uno de los apoyos ficticios introducidos para convertir la estructu-
ra en intraslacj.ona.l" I',sta rf~acci.ó!1 se calcula como suma de las reaccic
nes que se producen en estos apoyos en cada una de los a+l estados -
de carga. Asir se puede esctit~ir:
R.
l
(a~l,2, .. a; i=1,2, .• o:)
(9.9)
. (O) (a)
siendo Ri , Ri Y Ri ' las reacciones que se producen en la coacción
i en los estados final, intraslacional (O) de carga~yestado intra~
lacional (a) respectivamente (*). Las X
a
corresponden a las inc6gni-
tas del problema y representan los movimientos- o valores proporcionaI ~
les, que definen el estado param6tri.co (a).
otra posibili0ad consiste en no considerar la existe~
cia de coacciones de apoyos" y plantear directamente que en la estruc
. 1" ~"
tura final existen unos desplazamientos en los nudos definidos por
un estado pará.metrico E, que puede descomponerse en una combi.naci6n
lineal de ex estados pardrné""tricos básicos, E , es decir.
a
a
E =aJ;l Xa Fa (9.10)
~ld~") ~ Como se verá má.s adelante;, en cálculo p1atricial de estructu~
ras, los coefi.ci.ent.os R{a) son los elementos (i,a) de la m~
triz de ri.gidez de la cstructura>considerundo los estados -
pararnetricos como movimientos aeneralizados, es decir~ Re:: es
.... ,/ J.
la fuerza (rcacci6n que aparece en el gdl i cuando se aplica
un desplaza_miento un:ic1acJ. en el qé!,l a r Y Jos restantes estan coac
cionados~ En este caso; las illcógnitas X corresponden a los
a
vaIores finales de e~~tos mOVill·I~·.(;ntos .en la estructura o coor
denadas geJ1eraJ.izada:3 del sistc~a básico de estados pararn?-
tr J, C()~'::; ,_
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Los movimientos gerleralizados X
a
se obtiellen imponien-
do las a condiciones extra de equilibrio de fuerzas (no existen evi-
dentemente reacciones ficticia.s nulas en este planteamiento). Bsta -"
posibilidad de cálculo es normalmenoce l'Jás c6moda y (Jeneral que la an
terio~q\le presenta la ventaja ae su sistematizaci6n~
Una dificultad inherente a las dos posibilidades ante-
riores reside en la obtención de las a ecuaciones de equilibrio de -
fuerzas, que permiten,bien calcular las reaccionesJbien i~porlerla,co~
dición entre las incógnitas X.. Es importante que en estas ecuaciones.
d -
que expresan equilibrio de fuerzas en una parJce de la '2st.ructura ¡ no
intervengan los esfuerzos axiles, de cáJ.culoien genera~m~s complica-
do que el de los cortantes)que se deducen :0e inme~iato para cada --
barra aisladamen·te.J en función de las carg-2.s 2.ctt~a_ntes y los rl01~1entos en
sus extremos. Para ello es preciso efectuar cortes convellientes en ~.
la estructura y plantear las ecuaciones de equilibrio, ya de l'Jomentos
respecto a un punto determinado, ya de fuerzas proyectadas en una
direeei6n,de modo que se admiten J_os t~r~inos de los esfuerzos axi--
les. M5s adelante se muestran algunos ejemplos.
4) Resoluci6n del sistema de a ecuaciones de equilibrio)
Este sistema presenta
una base de a estados
sier:pre solución i una vez que se haya supues-t.o
--", ,/parametricos y que las a ecuaciones de equili-
bri.o sean independien-tes entre sí.. En el caso de que se impongan las
condiciones de anulación de reacciones ficticias (ecuaciones 9.9)1 e~
ta independencia lineal se alcanza siempre. Por el cont.rar io, en el
planteamient.o directo de equilibrio de cortantes, las ecuaciones de-
ben de ser cuidadosamente seleccionadas)d~modo que una de ellas no
sea consecuencia de las otras (*). A este respecto, es conveniente -
~OTA (*) Un error ·típico frecuente consi_s te en cortar todas las. ba-
rras de una estructura concurrentes en un nudo y obtener -
los momentos de las fuerzas e~{teriores respecto al mismo.
La contribuci6n de los esfue~zos axiles es nula, pero es-
-ta ecuación de equilibrio se sa·tisface autoTo.áticamente¡ ya
que) en reaJ_idad,corresponde a un equilibrio de ~omerltos res






















































aislar:, mediante secciones) -ZoD0.p,'de la estructura que contengan un co!?:,
junto cotraslacional de nudos y establecer la pertinente ecuaci6n de
equilibrio. No existen reglas generales, Y en los ejemplos se ilustra
r§ la forma de proceder.
5) üb-tención del estaco final como suma de los a+l es-
tados de cargas, es decir, el. estado (O). de las acciones propié'cs y -
los 'pararnétricbs multiplicados por los valores de las inc6gnitas- obte
•
nidas en la etapa anterior del cálculo. Los esfuerzos finales son su
ma de los esfuerzos deducidos en cada lIno de los 0+1 estados de car-
gas. Los desplazamientos en los nudos se calculan mediante la ecua-
ción (9.10) y los movimientos totales en una sección genérica de la
estructura son la suma de los movimielltos finales en cada uno de los
,~+1 estados de carga. Conviene recordar que para cada es·tado paráme-
txico I CQInO todo caso de acción con movimientos impuestos ¡ lO:?i movi--
míen'tos finales de una sección son la suma de las situaciones de e_m-
potramiento rígido (solución inj_cial) y la de giro en lo" nudos (so-
lución modal), como se indica en la figura 9.13a. Sin embargo, fre--
cuentemente) se obtienen los movimien-tos finales como combinación de
un caso isostático de movimien-tos y ot,ro hiperesjcatico~',rcon los mamen
tos finales del Cross actuando en la barra simplemente apoyada (fig~
ra 9 .13b) ~ Estas consJ~deracioncs son asimismo aplicables a los qiros
en los nudos de la estructura y en J.as distintas'secciones de una ba
rra.
Ejemplo 9.2. En la estructura de la figura 9.14, cal-
cular la" leyes de esfuerzos en todas las barras y los desp1azamie~
tos en todos los nudos~ Todas las barras son iguales y de sección -
constante, con las siguientes caracter1sticas:
6 -2E - 2 • 10 tm .
,'o
-- 1 71¡ .-














La estructura/con los 6 nudos llumera~los en la figura)-·
tiene un grado de traslacionalic1ad a ;::: 2 e Los estados parCirné.'tricos ~.
se representan en la figura 9.15a, as! como los momentos que apare-
cen en los extremos de las barras en la situación inicial o de empo-
tramiento rígido para cada uno de ellos (figura 9.15b).
En el estado (O) de actuación de las cargas propias so
bre la estructura)supues'ta in~r~slacional los ~o~entos son nulos yno
es preciso. por lo tanto~llevar a cabo un c~lculo de Cross, ya que -
; ,
existe únicamente una fuerza 2plicada en el nudo de la e:3trlJctura~ -
Esta fuerza se transmite a los apoyos de la estructura mediante es-
fuerzos axiles pero no de flexión.
En el cálculo de Cross del estado (1) se observa que -
los momentos en desequilibrio en cada nudo son iguales; lueg~el cá!
culo es antimétrico y pue(le efectuarse la s:émplificación correspon--
diente, que recoge las siguiente tabla 9.3.,
TABLA 9.3. Cálculo de Cross antimétrico. (El)'
r-~~---r-----""'-' ~···,-..,."..--~---------~-----~_·-,~·-·-t-----··-"'~-'~-~~-'~-~--'
'NUDO ¡ - 5 !
1--- -~---~-~-----_--~,------~----~___, ,____ -_1 ,1 ., i .(
;BARRA! 5-3! 5--4 i 5--6 ¡1---------1--------~---i--------------'--"-- --i---------~--------~-~
¡ R ¡ ~EI ¡ ~EI I }EI !¡-;-----¡-- ~'~ 39;----1---~-~-339;-----: O,32 O4 1
r-:o--r -O, 53 O3 f--:~':~~O3- -l--~,~ 87 :::-=1 ,'"
~~~~L --0,0637 --l__-~_~~_~_.__L_~O-'_O~~~ ----1 x El ~
I ~ 1 -0,5"J4Ü I 0,4666 I 0,1274 I x El :
_________, • ~ ..J _
Los valores finaJ;cs se de~ucen de las condiciones de -
simetría, ob-tenj.e"ndose los resul tactos de la -tabI a 9 ~ 4 ~
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'rAllLl-1 9.4. Resultados finales del Cross. (El)
El
An~logament~para el estado par~metrico 2, se observa
que corresponde a una s:Ltuaci6n simétrica, por lo que puede simpli-
ficarse el Cross) como se indica en la tabla 9.5.
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----t .. .........-~--~.~--.-¡----,.--,------¡- ------.----'"
RIEl : El ¡¡ I ¡
~ , rt o --i-.-'--~---'.---~,.---..'-.---~,......,.,,---i.,-~".-- ~.~----,~-~'- .........,,¡~--
I f I 1~ k i 0,3694 ¡ 0,3694 1
¡: i -~'"-.-.~-~ ...--.--~-;----..,.~,-~,....,.--. _....,..-~
I ° ' I !'\ M l' - 1,
t~------_f~-._--~......,..,.-".--~-.----.~"-~-!-~.~_.~ r
f 1, 1 l.
r 1 i ' [t M I --O ,0693 I -O ,0693 ~!~1-----·----·---:~¿693---i~'°f °G9; ,-'-----
(_.,--,--. ' _.---,--,_!_,.,_.-.--.,.._---
Los resultados finaJ.es se obtienen de las condiciones
de simetría, llegiíndose de este modo a la tabla 9.6.
TABLA 9.6. Eesultados f:Lnales del Cross',(E 2 )
, o ••~.__••~ __..,-.-~._. __,.......,__•• ,_~__••_._ _;",_..~.__ ~_~~.".__~_.--. ; __' ._
¡BARRA ¡ 5-3 l 5--4 i. 5---6 ¡ 1-2 3-5 4-5 ¡
1
1
'11 (2 )---r~--;~693-(-- --O, 069 3--r--~,13~~II~~,163° ..í
l
, -0,0346 1-0, 0346 (El
! ; I ~_~i-_- )I~A~~~~ C:-;~~.__ ----C~~:--;~:~~: __:=r =-;-=~=J--'-----6-5 L 4-_2__1.. 3-~!
I t \ • I I I 1
i¡v¡(2) I 0,0693 i 0,0693 ! -0,1385 _ 0,1630 i 0,0346 0,0346!El
~ ........_._.,.,-._•••_ ••__.~_~~••~~_._._,,~__~~_. , ... _ ...~. ,,_,_....,.-__,.__• ......__, _. '_._.._ •.....-__. ~.__• > _ •• ~__ l
.- 177 -
Los momentos totales son por lo tanto, para una barra
ij :
M.. - M(O) + A
1
M!1) + A~M(2)
1J lJ 1J ~ 1J
("" (2)
= Al~1l" J'; 1 + A~11 ..
¿ 1J (9,11)
Dos ecuaciones de equilibrio de fuerzas; necesarias para
calcular las incógni"tas A]. y A2) se muestran en la figura 9 ~ 15 (e) ~ En
la primera se proyectan las fuerzas sobre la di.recci6n r, normal a
las barras 2-1 y 5-6, Y considerando el convenio usual de signos de
esfuerzos, con los sentidos de avance presentados en la Li.gura 9.14,
se obtiene:
(9.12)
La segunda ecuaci6n corresponde al eqUilibrio de fuer-
zas según la proyección horizontal, y se escribe:
(9.13)
Se observa que en esta dltima ecuación (9.13) aparece -
el valor desconocido de un axil (N 21 ), por lo que es preciso recurrir
a otra ecuaci6n de equilibrio con objeto de su de'terminaci6n. Esta e-
cuación puede ser la de equilibrio de moment:üs r en la parte c{e estru.~
tura de la primera fi.gura (9.15a)¡ de bxlas las fuerzas respecto al nu
do 5. Se deduce:
i·~~~





- 1J\2' puesto que los cortantes
mamen'tos como sigue:
Sustituyendo la expresi6n del axil N).
_1
ciones (9~12) y (9~13L se obt.iene un sistema dE: dos ecuaciones con -
/
las dos incógnitas Al y
Ibi~~e en función de los
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con Lij longitud de la barra i].
El s:LEteH\a de ecuacj.ones que resulta es:
0,5659\1 - 0,0377\2 - 5El
(9.16)




Los resultados totales se obtienen en las siguientes
tablas:





¡~~¿;: !~·-~:.{,r-~r---~1~H)¡ (:t) \ ~~)l 1 (~p
¡-1--;----1----~,-;575 :---:~-¿-,-1-6-30 "11,50 4 '[2 1--3-,76'1
¡;-~;-.-¡ O, 127 4··"f-~;-~138~·-···'-----9"::;;;--.-J,-·'--¡:V2 .¡ 3,76¡._._....._.;.. . ~.__._....,c ._. ._,-_. . ; +'__~.
12-3 i 0,4666 [ 0,0693; 2,53 ¡ 4 I
I;-;--'-r~--~-,'5 3 O3'-i--~~;;;16T - O, 05; 4
i------<--.- -..-_._._._~.--.,----. --.-'-----.-.--- --- ---
12-4 ! --0,5940 , 0,0693., 7,22: 4 -2,97
1__ . .;-_.---"'.~._--.-...---...- .•..-.-_._--. . . . .1 ._...--;
14-2 : -0,5303 ; 0,0346' 4,6,1:, 4 ¡ -2,97I--·-··-·.·__·.. ~· ;·-..--·--~-·,·- ·._..__..i__~ .__¡-. ----
13-5 .-0,5303 ... -0,0346 •... 0,05.. . 4 ! 0,48 ,
II¡~'"3---;--'- o', ; ~~.;-. ;-.-=~~.~~~ 3 -.!----=...~~ 9~---T-·_·¡-·-T--O~·--i
j i r1------·[---·------·-·-;---·--·----...-;....--~-- .;------.--,__o ---'--',
¡<'1-5 \ 0,5303 ¡ -0,0346 I - 4,64; 4 ¡ 2,83 l
1~~--·,·-,~~·-)-~--o--~,·~-----.,--~--1~ ~__,·~ ,·__··o •--:;----~----·-·-----:·--~~--·_------1~..,----'
15-4 i 0,4666 i -0,0693 ¡ .. 6,66! Lj ¡ 2,83 i¡._.--. ··-·... I···-..·-···--·······..--~·· ...; ...~_ ..c ..._ ..._':......_.__._ ...__;.-...-- ..----.f-_--_._._.!
):)-6 : O,1:¿í'¿\" 0r 1385 , 8,62 4 ,2 f -3,31
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Figura 9.16. I¡eyes ¿e esfuerzos y novimientos en la estructura del
ejemplo 9.2.
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Las leyes de todos los esfuerzos se deducen una vez conoci
dos los ,ra.lares de los axiles en los extl."emos de cada barra~ Pa.ra -
ello, basta plarltear las dos ecuaciones de equilibrio en los nudos:
(no existen cargas en las barras y los axiles dentro de cada barra
son constantes) comenzando por un nudo con dos barras concurrentes
y pasando a otro en el ·que s610 existan dos axiles desconocidos. De
este modo se puede proceder iniciando el cálculo en el nudo 3, y p~
sa.r a los siguientes: 2, 4 ":1 5., Las leyes de esfuerzos se P."l.uestran
en la figura 9.16.
Los movimientos de los nudos de la estructura se dedu-
cen como cowbinación lineal de los cos estados parametricos básicos
siendo 4,4177
- - ~.E"I"'~ ::o: -0,022 cm.
0,0332 cm.
Los movimientos totales en los nudos se deducen d'2 sin1.-.
pIes consideraciones geornét:.:ricas como sigue:
d 2 = -1 + A2 = 0,354 cm.1
d 3





Las componentes en centi~etros de estos movimientos se
gGn dos ejes, x (horizontal de izquierda-derecha) e y (vertical hacia
arr.i.ba) son:
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d..., 0,354 d? = 0,25 ; d 2y 0,25~ ~x
d 3 = 0(333 d 3y = 0,25 c 3y - 0,22
d 4 0,333 d - 0,22 ; d 0,254x 4y
d 5 0,310 eJ. 5 = 0,22 d = 0,22x 5y
y la deformada de la estructura se representa en la figura 9.16.
Se observa)de lo expuesto en este apartaeJ.~que en el
cálculo de una estructura traslacionaJ. existerl tres aspectos fun-
damen tales que deben ser cuic1adosaclC,n te examinados: 1) Determina"-
ci6n del grado de traslacionalidad a. 2) Selecci6n de los a estados
param~tricos E (a = 1, 2, .~., a) mas adecuados. 3) Planteamiento,
a
de las ecuaciones e.te equiltbrio de fuerzas m.as convenientesJ desde -
el punto de vista de cálculo (con el menor núMero de esfuerzos axi-
les desconocidos) .
En general; no es pos:Lhle dar, con carácter general, -
una técnica que permita resolver los tres probJ.ewas anteriores; sin
embargoj aigunas norrnas pueden f:;er t.en.tc1as en cuenta y ser una ayuda
eficaz en su resoluci6n~ EYl plimer lugar, es.importante comprobar -
las peculiaridades geoErÉttricas de la estructura que pueden enrnascara'r
su verdadero grado de tr~slacionalidad. Por otra parte, conviene ot
servar las sim.etr.fas de la.s cCl.rgas actuantes, pues-to que su existe.~~
cia disminuye el nÚLlero de eS~_-_:-tc.os flaráE:e-tricos bé{'sicos ele movimien
susceptibles de tener lusrar 1 es decir 1 cargas sin0tricas o antirné'
,
tricas unicamente pueden 2xc:!·.tar est3.do~; parCJ.m6t~ricos sil~i.etricos o
antimetricos ~ En relaci6n el)!) esta idea, puede ser de interés, de~
de el punto de vis tú comput.acional ¡ d{:;scompone:-c el es-tado de cargas
sob~'e una estructu:ca Eimé'tTi.c¿t en las dos situaciones sime'trica y -
antimetrica~- pa.ra los que el n(lFlero de estados parámetricos se redu
ce as! como las simplificacioDes en 01 cálculo de Cross son aplica-
bl~s (apprtado 8.~.).
Con referencia a J_a selecci6n de la base de estados p~
rámet.ricos I p;:n:-t.icularmente en las es·truCll.1ra.s sirnét.ricas ¡ existe
frecuentemente e] dilema de considerar estados par~metrico$' que im
'-
plic:an un órlico cálculo de Croas -estados Bl y H2 de la figura 9~5D~}
frente a es·tadOf.3 pa"rawó'tricos s:Ll1l(tricos y antimétricos que suponen
una reducci6n considerabJ.B en los cálculos de Crqss -estados Al y A2
de la figura 9.5.- No es posible llegar a una conclusión definitiva;
sin emb::lrgo¡ en el caso de que las sirnplificaciones de sime·tri"'a peE.
mitan reducir el cálculo de Cross al reparto eri un solo nudo, parece
más conveniente la elección de los estados simetricos (estados Aly
A2 de la figura 9.5).
Por último, con relación al planteamiento de las ecua-
ciones de equilibrio de fuerzas, que permiten determinar los moviroien
tos generalizados de los nudo~, las orientaciones siguientes pueden
ser ,ftiles: a) Intentar aislar mediante cortes adecuados aquellas-





. '" -casos de estructuras srmetrrcas, que se -
antisimetría en las partes de estructura
cuyo equilibrio se plantea.
A continuaci6n se e):ponen algunos ejemplos de resolu-
ci6n de estos tres puntos principales del c5loulo de estructuras
traslac:Lonales; ~meramellte indicativos y no exhaustivos, de las -
posibilidades existentes y pueden servir de Bodelo para el cálculo
de otros tipos de estructuras m5s co~plejas.
Ejemplo 9.3 o Det_ernünar el grado de' traslacionalj_dacJ,
una base conveniente de estados par: dlD.étricos y -v.n 2. s' ecuaciones de
equilihrio de fuerzas que permitan calcular, en un análisis tras la-
cional, los desplaza~ientos generaJ_izados de las estructuras repre-
sentadas en la figura 9.17.
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a las cuestiones del enunciado. fie ha supu~sto que las cargas y las
geometrías de las estructuras, eran gen.erales, es Clecir, sin nigún -tipo
de sime·tria.
Existen ciertos tipos de estructuras cripto~inlétricas
(ver apartado 3.3), para las cuales algunos estados paramE{tricos no
/ /
son simetricos ni antimetricos, pero en los que es posible realizar
simplificaciones en el cálculo de Cross de simetrías o antimetrías,
si se consideran los momentos de desequilibrio sobre los nudos (cál
culo modal). El ejemplo que sigue ilustra esta idea, en una estruc-
tura sime'trica y en otras va;t'ian'ces de ella.
Ejemplo 9~4. Indicar el método de calculo de las defo~
madas producidas por las bases de est,ados pat~Jinéi:ricos correspondieE'..
tes a las est~ucturas de la figura 9.23. Se indicara expresamente el
tipo de reducci6n posible en el cálculo de Cross.
La estructura t,iene un grado de traslacionalü'.ad y el -
estado paramétrico que resul'ca en la estructura simétrica primj.tiva
es antimétrico;segiÍn se indica en la figura 9.24. Los valores de los
momentos de empotramiento ;{gido en los soportes, vanos lateral y -
central del dintel se designan por a, 'S, y, respectivamente. Estos




























Figura 9~23~ Estructura si0&trica y derivadas~
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cen los resultados que se indican en la figura 9.24, para los cálcu
los de Cross de los estados par~métricos)y
bla 9.8.
se resumen en la ta-
\





9.3. ESTRUCTURAS BAJO ACCIONES CINEMATICAS
Como se ha indic2-do .en el apartado 8.5, existen dos --
clases de acciones: estáticas -que comprenden fuerzas y esfuerzos -
impuestcos- y cinemáticas -que incluyen los movimientos y deformaci;2,
nes iniciales. El tratamiento en el cálculo de ambas clases de accio
,
nes es semejante, y todos los comentarios expuestos en el citado -
apartac.~o t con referencia a las estructuras de nudos no despJ.azables...)
s~n totalmente aplicables a este caso.






" ). l~ ,r",¡ /~.,'" .
,
/ . / , '" ( Ó, ,-& J () )
A {
'"=e,. L
.s , (' ) ( ¡:, r' )p. d '"( t, , {) A /1 (_.\) , -, ¡i I "'.' Ij.. l
Figura 9.24. Soluciones del eje~plo 9.4.
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cuIan en el estado (O) suponiendo que sus nudos se desplazan¡ por lo
que esta clase de acción se aplica en este estado. Con objeto de ob-
tener la deformada inicial en el estado (O), es a veces conveniente
situar unos apoyos exteriores que convierten la estructura en intras
lacianal y deducir en esa situaci6n la deformada inicial correspon--
diente al estado (O). Sin emba.rgo, no es preciso proceder: ele este mo-
do,y es válido suponer una deformada arbitraria, pero compatible con
, '
las deformaciones y movimientos impuestos. como deformada inicial del
-'
estado (O). La corrección que permite obtener los desplazamientos f:!:.
nales de los nudos se alcanza mediante la superposici6n de los ~ es-
tados parámé"tricos básicos ¡ de rrl,odo idént.ico a como se procede en el
caso de carga estática. A veces, es importante, en estructuras con -
simetrí'as. proceder a la büsqueda de una deforr"ada siP.',étr.ica, debida
"
a los movimientos o deformaciones il-.¡pues't0s en el estado (O), en l~
gar de una general como se representa en las figuras 9.250. y9.25b.
De este modo no s610 se simpU_fica el cálculo del Cross del estado --
(O)) sino que se evita considerar el estado parametrico antime'trico -
(figura 9.25c)) que no se activa con el tipo de deformada inicial si-
mé'trica del estado fOl. A continuación se expone un ejemplo ilus"tratL
vo del cálculo de los efectos de es"te tipo de 2..cciones cinemá~t_i..cas _.
en estructuras traslacionales.
Ejemplo 9.5. En la estructura representada en la figu~
ro. 9.26 a determinar los movimientos del nudo 4 producidos por un -
descenso vertical de 5 cm. del apoyo 6.
Todas las barras son de hormig6n e inelongables, con -
• "1 él ° 60 O 20 2 " .- él 1 b"una seccion rect'angu ar .e 1 U p ID r a excepcJ.on_e a a.rra
SiE~é'trica 2-3 qt;te presenta una sección transversal variable longitu-
dinalmen"te.
Se sabe que bajo un descenso relativo de apoyos de 3
cm., la barra 2-3} supuesta aislada y :cfgidarY2nte empot_rada e.n sus
















Figura 9.26. Ejemplo 9.5.
El m6dulo de elasticidad de todas las barras es de
6 -23 . 10 tm .
La estructura es una vez traslacional y puede supone~
se coart:ado el dintel al desplazami.ento horizon·tal, para deducir la
deformada inicial del estado de cargas (O). En la figura 9.26b se -
representa la solución inicial de este estado de acciones reales y
se comprueba que es antimé'trico. Asimismo, el es·tado pe.ra.metrico (1)
se muestra en la figura 9 ~ 26c y se observa que también es antiI:'l,etri
co.
Los momentos de empo·tramient.o rÍgido de la barra 2-3,
para cada uno de los estados) seg-ún el \~nnnc-tado}son los siguientes:
Estado (1) : HO MO 5 120 200 mt.23 - '32 '3 -
Estado ( 2) : MO = ,,0 .- _ 1.2.Q.... 1. = -4000 mt.L 23 '32 0,03
Los momentos de empotramient.o rígido en las res·tantes
barras se deducen de simples consi¿eraciones geom~tricaS9
La r"lgidez antülé'trica de la barra 2-3 se obtiene de .-
la ecuaci6n constitutiva de la 'viga:
y con valores numéricos:
es decir
Los cálculos de Cross se resumen en la tabla 9.9.
- 194








I (re t ¡' /1 {-"
-" " ~ '''''
Fjg~~a 9.26. FjemplQ 9.5.
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Figura 9.27. Estructura del ejemplo 9.7.
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Los esfuerzos totales son suma de los dos estados:
(O) + ~1(1). La ecuaci6n que determina el movimiento horizont.al in
c6gnita del dintel puede ser la correspondient.e a la anulaci6n de




9(-7,37 + 473,18!1) + (2,76 - 10,40) + (797 + 1687)A = O
La solución de la ecuación anterior es:
!I = O ,010965 m.
Los movimientos de nudo 4 son:
Desplazamiento horizontal )1 4 1,10 cm.
Desplazamiento vertical: V4 =O,5!1 + 0,05 = 5,55 cm.
6 ,18+11 (-1610-16) = -3~6440 .. -1,809. 10
radiane
9.4. ESTRUCTUPAS NO SUSTENTADAS
En este apartado se estudian estructuras que estan so-
metidas a la acción de un s.i.stema de fuerzas en equilibrio, pero que
no encuentran sus movimientos coaccionados con ningun apoyo exterior.
Este hecho implica que los movimientos relativos éle la estructura
pueden ser calculados, pero los absolutos están indeterminados en un
movimiento de solido rígido. Si.tuo.ciones en las que aparecen estos -
tipos de estructuras sin sustentaci6n corresponden a los casos de aná
lisis conjun-to de la estructura y su cimentación" O bien.> cuando se con
sidera una parte de una estructura -subestructura- y se calcula bajo
la acci6n de sus cargas propias y las acciones sobre ella del resto
de la estructura.
Ejemplo 9.6. La estructura "cajón" de la figura 9.26.
se apoya directamente sobre el suelo. Si se establece una hipótesis
de ~espuesta del terreno, se deduee una distribución de reacciones
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de ést.e sobre la es"tructura que equilibran las cargas propias. Dos -
hipótesis alternativas}usuales y si~ples, sueJ.en admitirse en este -
caso: a) La reacción vertical del terreno es proporcional a la fle-
cha de la viga (terreno tipo Winkler). b) La reacción del terreno es
uniforme (caso de viga de 'contacto muy· rfgida respecto a un terreno
muy deformable) .
En estos casos los movimientos totales de la estructura
no pueden ser calculados, ya que puede existir un asiento general -
de la cimentación (movimiento de sólido rigido) sin que las fuerzas
actuantes -propias y reacciones del terreno- experimenten modifica-
ción. Sin embargo movimientos relativos, que implican o.eformación ..
de la estruc·tura pueden ser determ:i.nados.
Para calcular estas estructuras, -se deben de introducir
unas coacciones isostáticas arbitrarias-de este modo, se aplican' los -J •
procedimj.en-tos de análisis de estructuras intraslacionales 6 -tras la-
cionales~según el caso, que se han explicado previamente. Conviene -
I
tener presente que si la estructura es traslacional, una vez coacci2
nad6s sus movimientos de solido ríg j.do m,edian-te los apoyos isas,táticos (:":)
~<L-
estos no deben de ser desplazados en el proceso de obtención de los -
estados paráll'J~tricosr es decir~permanecen fijos. Por otra parte, con-
/
viene} en el caso de simetría de la estructura y cpn cargas sim~t:ricas
o antimé'tricas} disponer los apoyos i.sos·táticos de un modo simé'trico/ y
de esta forma'l consecl'uir la reducción a priori de los estados par'afné~~, ~
tricos no activos y las simplificaciones del m~todo de Cross. Los
ejemplos que siguen ilustran estas ideas.
Ejemplo 9.7. Determinar el incremento de longitud de la
diagonal 2-3 del cuadrado de la figura 9.~7, en el cual todas las ba-
rras son i.guales de longitud a y caract:e'rfsticas resistentes El cons-
tan-tes.
J~") r,O~'A: Es tos apoyos isosU·,t.icos de sustentación de la estructura no
reciben reacciones~puesto que las cargas ex·teriores estáÍ: en
equil ib:d.o.
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. "l.Se sustenta. la est=.:Luctura lsostatlcamente, de acnerdo
con el esquema de la f: igura 9" 28a" Se observa que la estructura' es
una vez traslacional. El estado (O) de las cargas propias no produce
flexiones 1 pues la fU2rza .!.:. é'tcttÍ'a en un nudo o El est~ado par':a~.E(trico
se representa en la figura 9 v 281) y los momentos de empotramiento ri~
gido se consie-eran proporcionales a los cehi00s a. un desplazamie.!2-
to generalizado unidad, adopt~ndose el valor 100. Este estado de car
gas es antimétrico respecto a dos ejes, por lo que el cálculo de Cross
se reduce a un nudo, como se indica en la tabla 9.10.




Una ecuación de equilibrio de fuerzas se muestra en la
figura 9.28c, resultando:

























Figura 9.28. Soluci6n del ejemplo 9.7.
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Los momentos finaJ.es en todas las barras se represen-
tan en la figura 9.280..
El desplazamiento relativo entre los nudos 2 y 3 es:
con lOOX 6EI~- ~--2 ó
a
es decir:
Conviene observar que si se huti.esen adoptado los apoyos
silnetricamente, corno ind.ica la figura 9 o 28e} y la c1.eformación simél"tri~
ca ce la figura 9.28f, no sería preciso llevar a cabo el cálculo de -
Cross.ya que la estructura se encuentra directamente en equilibrio de
I
momentos, siendo preciso ~nicamente establecer el de cortantes, de mo
do análogo a lo realizado anteriormente. Ot.ra ventaja adicional e,e pr~
ceder de est,e modo sería que la incógnita es directamente el desplaz~
miento relativo 6 23 pedido.
Ejemplo 9.8. Determinar las leyes de esfuerzos en la es
tructura de la figura 9.29. Todas las barras son de 4 m. de longitud
y características El constantes.
Se observa que si se sustenta la estryctura de un modo
arbitrario (figura 9. 30~a.).é'sta es tres veces tras1aciona1. Es más -
¡
conveniente disponer los apoyos de un macla simétrico, con 10 que el
número de estados paramétricos posibles se reduce a 1, y los cálcu-
los de Cross se reducen al reparto de momentos alrededor de un solo
nudo, dadas las conc!iciones de si,me'tría respecto al eje 2-5 y anti-
metr{a respecto a la recta que une las secciones medias de las ba--
rras 1-6 Y 3-4.
Los resuJ_tados del Cross se deducen en La siguiente -
tabla 9.11.
- 2 O1 .-
{"l ''1.c¡. ¡ /-- Figura 9.29. Estructura del ej~mplo 9.8.
·h •.
~v~t~t}t-~ii"'"'é'"'
Figura 9.3ü~ Solución deJo eje~plo 9~8.
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Una ecuación de equilibrio es:
es decir Al = -6,83322 i-r-
Las leyes de esfuerzos finales se representan en las -
fig~ras 9.30d, 9.30e y 9.30f.
9.5. CONS lDERACION DE LA DEFORJ1mClON POR AXlL EN LAS ESTRUCTURAS RE-
TICULADAS
9.5.1. lN'l'RODUCCION
Como se ha indicado en el capítulo 7, una de las simpli,
ficaciones importantes introducidas en el c§lcu10 convencional de es-
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tructuras planas consiste ell no considerar. la deformaci6n en las ba-
rras producida por los esfuerzos axiles. Desde un punto de vista
formal esta simplificación consiste en suponer gue la elongabilidad,
LE"IT' de las barras es nula. MeCliante esta hipótesis simplificadora se
reduce, de un modo natural, el nOmero de movimientos que son posibles
en las estructuras, lo queJsin duda, permite en un método de an&l1sis
en movimientos o rigideces, como es el de Cross, disminuir el esfuer-
zo de c&lculo.
En este apartado, se van a exponer los procedimientos
de análisis de las estructuras reticulares planas, para las gue no -
es vál1da¡o por lo menos suficientemente aproximada, la hipótesis de
elongabilidad nula en las barras. Existen tres casos importantes, en
los que se puede producir esta situación: 1) Esfuerzos secundarios -
en las estructuras articuladas. 2) Estructuras con barras -general-
mente soportes- elongables. 3) Estructuras con tirantes.
De cada uno de ellos se daran algunas indicaciones a conti
nuaci6n.
9.5.2. ESFUERZOS SECUNDARIOS EN LA" ESTRUCTURAS ARTICULADAS
Una de las idealizaciones .'mas importan'tes en el cálcu-
lo de construcciones articuladas en celosía consiste en suponer qUE;
las barras se encuentran en nudos articulados, incapaces;por lo tan-
tOlde a~sorber momentos y~en contrapartida, de impedir los giros re la
. '
tivos entre las barra~que se producen al deformarse longitudinalme~
t.e é'stas. Esta idealización es con frecuencia poco realista, partic~~
larmente·~ en las modernas construcciones met~álicas con barras unidas
a los nudos mediante soldadura o tornillos de alta resistencia, oJde
un !podo general, en las celosias de hor!pigón. Sin embargo, la.s flexi-
bilidades de las barras son normalmente muy elevadas y permiten des-
preciarjen una primera aproximación/los esfuerzos de flexi6n, en pa~
ticular¡ (~n comparación con los esfuerzos axiles ~ En este con-texto, -
los esfuerzos debidos a la flexión que se produce en las barras por
las.coacciones que entre J . ,51 eJercen en los nunos se suelen denominar
esfú.erzos secundarios", en contras-te con el nombre de esfuerzos princL
f
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pales o pril1'arios con que se designan a los axiles. En la mayor{a de
las estructuras, el cálculo primario o de los esfuerzos axiles, que
en general es muy sencillo, en comparaci6n con el secundario o deter
.-'
minaci6n de las flexiones. es suficiente,y sblo en casos excepciona--, .
les, estructuras impor-c.antes o con barra.s exc,esivamente cortas, se -
hace preciso un análisis de la flexi6n de las barras. En cualquieL -
caso, en estructuras usuales, el orden de magnit~d de las tensiones,
del cálculo secundario es de UIl 10% al 20% (*).
Las etapas del cálculo de una estructura celosla con -
sus nudos perfectamente r,ígidos son las siguientes:
1) Se supone la estructura perfectamente articulada en
sus nudos y se obtienen mec'ianbe los métodos comentados en el análi-
sis de estructuras articulado.s (qTáfico$ 9 análit:tcos) f fl,;~,~ los-
esfuerzos axiles debidos a la actuaci6n de las cargas exteriores, -
movimientos y deformaciones impues"cos.
2) Con los resultados de los esfuerzos axiles del cál-
culo·anterior se deducen las deformaciones elá'sticas que se suman a
las impuestas para obtener las deformaciones totales en todas las ba
rras. Mediante ~n diagrama de Williot,se pueden determinar los movi-
mientos de todos los nudos y,en particular,!en cada barra ij, los mo-
vimientos transversalesTelativos entre sus extremos (11 .. ). Si se su-
- 1J
ponen las barras rígidamente empotradas en los nudos, se producen
~91~J*l: Conviene distinguir aquí, en el cálculo de las estructuras
articuladas, este análisis secundario -que es lineal y que
intenta corregir una incompleta idealizaci6n estructural--7
del cálculo de segundo orden, que corresponde a considerar
los efectos no lineales normalmente acoplamiento de la
flexi6n y la compresi6n en este tipo de estructuras. Este
último análisis es evidentef'lentE> no lineal (efectos de ines
tabi.lidad, viga-columna, etc.).
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unos momentos de empotramiento rígid0 en cada una de ellas 02 valor~
6EI
2""'L ..lJ
11 . .lJ (* )
(supuesta de sección constante, en otro caso se aplicarfan las f6rroulas
pertinentes del apartado 8.5.)
3) Se realiza un cálculo de la celosía conlO estructura.
entramado intraslacional, mediante el m§todo de Cross,y de los resul
tactos que se obtenga.n (momentos Hl~) Y Hj ~) en los ex t~emos de cad" ::
b"rra) se hallan los esfuerzos cortantes én equilibrio, es decir:
Q(1) =
lJ (9.17)
4) Mediante consideraci.ones de equilibrio en cada nudo,
y supuesta de nuevo la estructura articulada,se pueden deducir, usa~
do las t§cnicas de estructuras ari.:iculadas, los axiles que aparecen
en cada barra. Estos esfuerzos axilps N (1) estáíl en equilibrio con -lJ
los esfuerzos de cortantes deducidos en la etapa anterior. (**).
~()T!:iJ_1~): Si exis-ten carga.s actuando direc"tarr!.ente sobre las barras) se
se deberían afiadir los co~respondie~tes momentos de empotr~
miento rígido a los que se indican en el texto, proceden--
tes de la desnivelación entre los extremos de cada barra. -
Por otra parte, de los esfuerzos cortantes que se obtengan
(ver fórmula 9.17), se declucirKn los valores de las carCJas -
que se hubiesen tenido en cpenta en el cálculo primario, y
que son está-ticarnent.8 e.qui-<¡J"alentes en cada barra a las car·-
gas que sobre ella actGan.
~o~~ (*..:l.: Evidentemente en este cálculo no se i.ncluYf~n los movimien
tos y 'deformacione!~ impuestas.lli tampoco las cargas exte-,
rieres.
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5) Con los nUCV(1S axiles se lleva a cabo de nuevo la
~ecuencia de operaciones dcsc:ritas en las etapas 2 a 4 ( dech.Jcie~d6=
. t::l .. (2) '"" . LItse un nue-i,/o conJun o oe a.xJ.lf-:-;s N .. ~. V aSl suceSlvamenl.. e 1as a que -
l. J' ~ "
se obtengan unos resul tac1o~.) sur icicnt.emente pequerlos I es decir r se
detiene el proceso de cálcuJ.o en la secuencia k cuando para todas -
las barras ij se cumple:
(tolerancia especificada)
6) Los esfuerzos axiles ·finales que se producen son -
la. suma de los resultados obteni<'l.os en cada una de las secuencias:
N ..
J, J
+ 1'1(1) + 1'1(2)
lJ lJ N
(.k.,)+ .,. + lJ





corresponde a los esfuerzos axiles primarios y la suma
... + 1'1(k) representa la contribución de los axiles se
lJ
Por otra parte, aparecen en los extremos de las barras
M., =M.•E9iX
lJlJ¡
M(l) + ... + M(k)
1.J 1.J
P. efectos pri'lcticos¡ suele ser suficiente llevar a cabo
una sola secuencia de cálculo es decir, adoptar k = 1.
9.5.3. ESTRUCTURAS RETICULARES CON BARRAS ELONGABLES
Existen estructuras reticuladas con dinteles que son ri
gidos o que presentan luces muy p!~qunc"s respecto a la lonoi tud de'los si)
portes o bien por otras causas referentes a los apoyos en los que
llega a tener importancia;en los resultados del c&1culo de flexión,
la elongabilidad de los soportes. Por ej eD'plo, en las estructuras tI--
picas de la figura 9.310., la influencia de los diferentes acortamien
tos de los pilares puede alterar los esfuerzos de flexi6n del dintel.
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L" t t " ' o f' o o ~ t o t o - fül1 es ruc -uras ue eal.<.-lcaClon es a S~L'-UDCJ_on es pOCO' recuente;, ya qne
las cargas que reciben los soportes de una misma planta son análogas
y las caTacterís-ticas elastoPl.ec&:'1icas 0.2 ellos son c1el mismo 01.'·-
den de magnitud, por lo que no cabe esperar t~portantes asi8ntosdifc'-
renci?-les entre los extremos de l¿ts vigas de los 0.in·tele~·3., p1..1esto que
los acortamientos de los pilal:es conti\:-Jl1os serán aproximaclarnente i<Ju~
les.
En los casosC- para los que sea preciso realizar un cál.-
clJ.l0 que tenga en cuenta la elongabilidad de -todas o algulEls barras ~-
de la estructura, se p1lede proceder iterativamente del siquiente modo:
1) Se llGva a cabo 1,tD cáJ.culo de J.a estructura entra~a­
do medi.ante el método de Cross-directo o indirec;to)segdn sea trasla-
cional o no-,sometida a las acciones previstas en el análisis. Los es
fuerzas en e~te oálculo se Ciellominan M(O). 0(0) y N(O) .
2) Se obtienen en las harras cuya elongabilidad se con
sidera las ~eformaciones elasticas \(0) correspolldientes a los esfu~r
zas axiles lJ (O) •
3) Se int.:'Cocluce.n las clefol:"llF-tciones elas·tican A(O) como
deformél.ciones ünpUE~stas E!n la e~.;·trt~ctura y se efectua de 1U..10'70 eytro
c§lculo de Cross¡ ¿ed~ci~n~ose'unos nuevos esfuerzos M(l), Q(l) Y N(l)
4) Se comprueban si J.08 esfuerzos obtenidos son despre
las l)arras con eJ.ongabilidad -
ciables dentro de la aproximaci6n de].
determinan otra vez las deform2ciones
. .._( 1.'pondlentes a estos esfue]~zos N' f ¡ en
azJles (.?lá"st:.icas
rlegat:.:L10) se "-
, ("J) ro'-re~o--1\ ;' .j . ,1.. ~.::>
no nula y que sirven para realizar o'tro c51culo de la estructura en-
t ·, ,~ c: ' ''. 00 r"'" .,0 -no"-~ -lo"· r:';y-."C: .'.~.' ... ~ c·:> pro--,··-rarnaco, con er::l:.as Ge:LOrrn;:lC.-loneS cc,mo a~~_ ..~,-,)~j,,_.S c_.. n,-_~,.,aL_Lca0, U<.:.:. \.-.;::,
de con la realizaci6n, J:eiterada v sucesi\ramente~de la secuenci~ de
, ,
, (k) (ir) ('"2 Y 3 I ha.st.a q'..l8 se obt.erlq';'LCl unos e:3ft-:e:czos r'l ~ t Q .~. Y ~!l J~) 1
suficientemeotR peguefios. Los ~2s111tados finales son direC~2mente, -









En g-eneral ¡ no su(;le ser necesar:i 08 !'la.r::> o,e dos
para alcanzar la precisi6n requerida en los usos pr~cticos.
c2.1culos
Es posible, en ciprtos casos en los que sólo un número
reducido de barras se consideran elongables¡ calcular directamente -
la estructura como se illdica en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 9 o 8. Los soportes de la estructura de la figu·-
ra 9.31, tienen una secci6n de area n e inercia 1 y se consider~
pueden experiment,ar deformaciones axiles ~ El di.nt:el es inclo21g-2,-
ble y 51] inercia constante es KIw Deter~inar los esfuerzos axiles en
los soportes. Datos num6ricos: D = 0,05 ~2 1 10-3 m4 y K ~ 100.
, ~ 6-2El n'adulo de elasticidad del material es E 2. 10 tm .
Si se procede iterativamente, la estructura es trasla-
cionaJ. de grado a ::::: 1. Los cálculos de Cross son P1UY sirlples} dadas -
las importantes diferencias reJ_ativas entre las rigideces del dintel
y soportes. Por lo tanto se de¿luce:
1) El cálculo del entramado bajo las cargas exteriores









~' ura 9.31. Ejcmp:Lc) 9 8.
"/
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TABLA 9 o 12 o Cálculo de la secuenci,a (O).
1'-"-- .,~.- '-.---,-:'-..-.,-~-..,~~---"-,.~.--~,.-._......,....,..,-~._,-:--~_...,".-,...-"~-_.
[rmro ~l¡- 2 !3( 4 ,', 5 ~ 6 f
r__.~ .~ t~__~_L_._---_._~; ~.J ..-...~c--_·_._-c ..--_-~~·~ ":__. _..."...~.~, .~ ~_~~ __J
jBARTVIS ¡ 1-2: 2,1 ! 2-4 b,-~ \4-2: 4-3 ¡ 4-6 i 5-6 j 6-4 I 6-5)!--...-----(~---~~~-1-------¡·---'--~_·_'-"",,-;---_··_,,-~··~-_· -----;'~~---_.-~i~--~~-.'~-~~~--_.._.~-~--~
iESTllDO(O)' O: oi 01 O! -80! O ¡ 80; O 1 01 O ¡
I:----~,.........,-...,..-----,.r-~:--?-_--;~~-'.-¡-~~--!-.-.~+·_-~~--+'---~-+"-_·_~~'~~----r-~---·- .._..:
¡ESTN)J (1)1 187187 ¡-1871120 i 13 ¡ 120 ¡-133¡ 480 i -480 I 480 1
¡----~--i~-·-""'- --e-~""t~_--;---- "-';~-~-¡------~-~~~-~..,.......,..-f--<-<--~--~t~~-----I-- ----'1
jI"INAL ! 73. 73! -731 47 ¡ --75! 47: 47 ¡ 188 i -188 I -188 i
-.'--,-.-._--,---.--.,_I__._-'__._,~ l___,_,.,'_:••__,~_.J_., '_e_~'~_."__~J._.~.~~.,J
La ecua,ci6n de equilibrio de fuerzas se rn.uestra en la
figura 9.31c y es:
Los cortantes son:
es decj.r, )'1 '. O,393 m y los íT,cmentos fj_na1es se dec'ucen en la tabla
9.12.
Los axiles en los soportes so~por consiguien"te:
-21,50 t.
73 + 75 47 - 188





Las deformaciones correspondientes son:
8 21 - 0,172 . 10-
3 m.
-- 3
- -1,213 . 10 m.
6 46 = -0,288 . 10-
3 m.
-- )
Con lo qlle se pue0e proceder a realizar ej. cáJ.culo de
la secuencia (1), adoptando lCls siguientes asientos impues'tos:
.6 42 = -'1,041 .
.. O 9~5 10-'36 43 - ,-¿ • ~ m.
TABLA 9.13. Cálculo de la secuencia (1)
2 4 ,-C)
4-3 ,:1, -- Ó 5-- "
O
°
-J_ 3> 480 j t], 80 : ":1 DO
° °
9
-' ~ -- 9 i 2 O (J O
°




que se considera conducen o. deforlnaciones despreciables ~
Por lo tanto, l.as reacciones totales en los soportes
son~
NO -78,57 t.
N == ··-58 f 78 t:.46
En el cc_so de considerar únicamente la c.eformación del
soporte central 4-3, las deformaciones impuestas en la secuencia (1)
serían, entonces:
-1,213 < 10- 3 m
Los resultados cel Cross correspondiente son,
y los E1omentos en los restant:es extremos de barras son nulos.
Los increment.o:; ce axi.les que resultan de este análisis
son:
N21 = -1,42 'e¡
p
_. 43 2,84 t; 11.46 = -1,42 t.
y los totales. por :Lo tanto~ se convierten en:
. , -
'1 - - 7 8 , O3 t·,1\43 -59,05 t.
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Existe un procedimiento directo de c&lculo que, en el caso
de suponer en la estructura que anicamente la barra 4-3 es elongable,
implica considerar un grado de traslacionalidad a~2. Es preciso lle-
var a cabo el cálculo del estado paramétrico (2) que se muestra en -
la figura 9.31b y cuyos resultados de momentos no nulos son:
Las ecuaciones de equilibrio de fuerzas se indican en
la figura 9.31c y pueden escribirse como sigue:
º21 + º43 + º65 + F ~ O
º46 - º42 - N43 ~ O (9.18)
N 43
~ _ (E[)') A
L 43 2
es decir:
-254,75A 1 + 100 ~ O
80 - 133A 1 - 480A1
-4 O - - 8 - 40 + ~ O
N43 ~ -66;67
con lo que resulta:
Al ~ 0,393 m; y N43 ~ -78,43 t.
que coinciden pr§cticamen·te
procedimiento iterativo.
valores hallados mediante el _'o
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En el ejemplo propuesto las ecuaciones de equilibrio -
de fuerzas 9.18 son desacoplada,; en las incógnitas, debido a las ca-
racter!sticas de rigideces relativas entre las barras de la estructu
ra. En general esta circunstancia no Ocurre.
9.5.4. BARRAS TIRANTES
Se denominan tirantes a las barras de la estructura que
Únicill~ente son capaces de soportar esfuerzos axiles. La rigidez a
flexión de un tirante se supone despreciable, bien por encontrarse -
unido mediante articulaciones a los nudos de la estructura (*) o por
ser muy pequeña su propia rigülez a flexión. Es decir, en un tirante
,-de area "1 inercia 1 y luz L, se supone, en general que se cumplen las
condiciones siguientes:
y
'"En algunos casos, se considera que el tirante solo pu~
de iesistir esfuerzos axiles de tracción (cables)) pero esta hi-
pótesis implica un análisis no lineal de la estructura/por lo que .-
no será contemplada aqu!. Se supone en el resto de este capítulo que
el tirante resiste esfuerzos axiles de ambos sentidos, lo queypor
otra parte,corresponde a una situación normal en estructuras impor--
tantes -caso del puente atiran·tado de la figura 9.32-; puesto que se
suelen imponer en ellos unas deformaciones de compresió~ iniciales -
(tirantes pretensados).
NOTAi:l: Se supone que el ti.rante. se une a nudos e.e la estructura,
lo cual siempre es posible! introduciendo nudos adiciona
les en ésta. Recuérdese el carácter convencional eIe los
conceptos de nudo y barra comentados en 9.1.
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El análisis de una estructura reticulada con tirantes
puede realj.zarse por uno de los dos rétoc.os ti"piC0S rle] ralculo e,s-
tructural siguiente: movimientos o equilibr:lo,y fuerzas o compatib!
lidad.
En el primer método, se considera que los extrem.os
del tirante constituyen nudos de la estructura. El grado de trasla--
cionalidad de esta estructura,aR , supuesta con todas sus barras r{g~
das, se incremen"ta) al considerar la existencia de los tirantes) en
una cantidad igual al número de /é'stos" que no son necesarios paTa que
la estructura sea estable es,tát.icamente. Por lo tanto, el grado de -
traslacionalidad a de la estructura real con tirantes es:
a ~ "'R + N
con N el número de tirantes que pueden eliminarse sin ,que la es-
t.ructura sea estáticamente inestable. Si N es el núrr,ero total de ti.-
rantes se cumplen las concUciones: O 6 ti - Ñ 'e;' 3. El conjunto bá'si-
.. '
ca de estados par'ametricos se deduce de acuerdo con las normas ya -
comentadas; en particular, se deben de incluir las correspondientes
a .ill'poner una deformación \.m1'tarj.a -desplazarn1ento longitudinal en-
tre sus extremos- en cada uno de los Ñ tirantes. El estado finel de
la estructura es suma de una cOTIlbinación lineal de los estados par~
me'tricos y del es'tado (O), que se ref iere al cfilculo intraslac10nal
de las acciones sobre la, estruci:ura. Las ecuaciones de equilibri.o -
de fuerzas -cortantes y axiles en gener.al- se plantean según lo in-
dicado an-teriormente en este cap:ftulo. Con respecto a los esfuerzos
axiles de los Ñ tirantes, que intervienen en las ecuaciones de equ~
librio, se obtienen simplernen te como produc-~o de su rigidez a la e~
E~ •
tensión (L-) por el alargam1ento que sufre (gue constj.tuye una incó~I
nita o combInación de incógnitas clel cálculo);, Los esfuerzos totales
Sp- calculan como suma de los ((",+1) estados an-ter iores, e igFalrnRnte
para los movi~ientos relativos entre nudos de la estructura sin em~








la. est=.ructuJ:'a f supuesta é'sta unapoyo isostgtico dete:-:; ele
a los relativos/producidos por la defor~ac~6n de los
rí~:Jido -sin deforlnació:n intern_Cl esJce
do r:fgido está constituiao yEn el caso m~i~s general) por una rotación
y dost=.r2\~3J.éL::;Jont~!3 qlJ.2 se definen por los alargamient.os de los N-Ñ
t_iral1tes c;e apoyo is6s Jcat.ico y los apoyos ~cig'{do~:; que puedan exis-
Más adelan-te.con los ejemplos .. se ilustran esi::as idea[3.
I . J
El otro método de cálculo que se co~enta corresponde





(hiperestáticos),y calcular la estructura




ne,s isostáticéls que a.parecen en los apoyos -elásticos o "tiranJces;- y
r{gidos- 'i de acuerdo con las c1irec·trices de los apartados an·teriores
,
de este capítulo~ 1'.1 plantear las ecuaciones de equilibrio de fuer--
zas en la estructura sin tiran·tes hiperestá"'ticos, que es (~n genera.l





deben incluir las fuerzas reacciones axj_les- -
ser5n función (linea~de los movimientos o in
traslacional. En efe~to. se debe observar que
"
la deformación aXil;o movimiento relativo entre los extremos del ti
rante, segrtn su direcci6n f puede obtenerse en la es't.ructura como su
¡na de la procedente del estado (O) de las cargas y de la combinación
lineal de los estados pardmétricos de la estructura sin los Ñ tiran-
tes hiperest§ticos~ En la determinación de estas deformaciones axi-
s61ido rigido debido alles no es preciso
movimiento de los
incluir el movimiento de
apoyos el~sticos -(N-Ñ) tirantes J'isostaticos--} que
s610 sirve para obtener los valores absolutos de los movimientos de
la estructura. Est:e método de compatibilidad no exige que el tirante
esté conec~céldo a nudos de 10. es·tructura, aplicá'ndose en casos que --
una secciones de barras~
!'í0Ti~.Ll En otro caso, los N tirantes hiperest5tj.cos no serían c.ctivos
y sus esfuerzos axiles serí'an nulos, pudiénc1.o
en un proyecto adecuado de J.a estructura.
supriTl'_irse --
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Ejernplo 9 ~ 9. Det.(~r~nindr el esfuerzo axil en el tirante;





Características de las barras: Sección rectaBgular de
6 -2 .
. 10 -tln. '" r:l ttrante -tlene una seccj.ón de -
el"\stico Ea ~ 2 . 10 7tr~-2.
Constituye una es'tructura sin coacciones~y si se uti-
liza el wétoao de las fuerzas, se observa que es l1na vez traslacio-
nal: C( ~ l. El cable sUln:imido es hiperestáti.co. Dada la doble anti-
met:::-'{a de las cargas rieJ esta.do (n) y de la deformación inicial del es,,-,
tadn par·amé'tTico (1), el cálculo de Cross se reduce al reparto aIr:;.
dedor de un nudo. En el estado (O) los nudos se encuentran en equi-
librio, resul'tando los valores:
~ _,,(O)
1'1. 34
Para el estado parámetrico se deduce,p~ra un movimien
to unitari.o:
H (1) -- ,·25 832
La ecuac:i6n de equilibrio se escribe (figura 9.33c)
T • COSCl







º21 + Q34" A
E \1
a 2cos C( - ()





Figura 9.32. Estructura con tirantes.
















con lo que resulta:
!c ~ O, Oo'á' m y T 5 18 t
Ejemplo 9.10. Calcular los movimientos de la estructu-
ra de la figura 9.34 compuesta por los mismos elementos que la del -
ejemplo 9.9.
Representa un caso de estructura sustentada isost~tica
mente por un tirante. El esfuc:rzo T en éste se calcula por la estáti
ca f resultando:
3T ~ 10 4 ~ 7,5 t.
y por lo tanto su alargamiento es conocido y vale:
~ TL - 6?5 JO- 3F¡J - , -, • -
valor:de
Este alargamiento no produce esfuerzos en las restan-/ Ila estructura, unicarnente un movimiento general de 86
é>lido rigido rotación alredeclor del nudo 4
tes barras de
W ~ 6,25 J.0- 3 - 1 31 10-3 d' es- -'-4 - -,. ra 'lan
La estructura es traslacional de grado 1, con cargas -
conocidas. El estado (O) produce momentos nulos y el estado (1) ha -
sido calculado en el ejemplo 9.9. Los resultados
tina vez determinado el desplazamiento vertical !c
a partir de la ecuación de equilibrio siguiente:
finales se deducen
de los nudos 2 y ]
- )
2(-172!cl + 10 ~ O !c - 0,029 m.
y los TnOE~entos se distribuyen 2.ntin~é·tricamente con Vd-
- lar M32 ~ -M34 ~ -258!c ~ -7,5 mt.
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V2 = -29,0 - 300 = -32,9
u = O3 \J 3 = - 2 9 , O - 3 ül -32,9
Ejemplo 9.11. Una estructura an~loga a la anterior con
'y
un tirante que si.rve de sustentación isostática, pero uni.do a la sec
ci6n centraJ. de una barra, en lugar de a un nudo, se representa en la
hgura 9.35a.
Calcular los momentos en los extremos de las barras y
movi.mi.entos de los nudos.
Existe la posibilidad de tratar este problema de un modo -
semejante al ejemplo anteri.or, consi.derando ahora una estructura con
cinco nudos y por lo tanto con dos estados param6tri.cos (figura 9.35b)
Este m6todo de equi.libri.o conduce a un estado (O) que no produce mo-
mentos, puesto que las cargas actúan en los nudos de la estructura, y
a otros dos estados procedentes de los mov·üni.entos paramétricos, eTUe
se calculan medi.ante el método de Cross en las.tahlas 9.14 y 9.15.


































TABLA 9.15. cálculo estado (2)
¡ ~_N_'U_D_O_¡----~~·~~·_·__·-_~~-_1~_-_-__~~~ j OBS~~-V-A-C-~ONES----J
I BARRA i 1-5 1-2 ¡
r- --.-.-.. ----~--. _.-~
R I?~I 2FI 1
f.-----k--~.~----O.-,4_2_9_+ 0 ,5_7_J_-_-1
I-- M_JO~I_~ ¡ 6OO 1
:~ :::: ·-1----. ::: L__.._~._._~J
Las ecuaciones de equilibrio son (figura 9.35c):
que conducen a los valores de los movimientos;
A2 = O,OSO
Los momentos en los extremos de las barras sano por con
" ,
siguiente:
Barras l-S 1-2 2-1 2
-°• J 3-2 /<'-3 4-5 S-4 S-l
Momento -2,46 2,46 6,87 -6,87 -9,499,49 J.l,lL\ -'-1.,l fi -10,6" -10,69
y los movimientos de los nudos deben de incrementarse en los produc!
dos por la rotaci6n w alrededor del nudo 4, cuyo valor es:
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1 -·37 12 ,50.10 ~ 2r 10-3 0"-o, :J. raCd_anes
con lo que resultan los movimientos siguientes (en mn)
u1 = Al - 4w = 48 vJ. - O
u2 = AJ. - 4w = 48 v 2 = -A 2 + 3w = 69
u3 = O v 3 -A + 3w .- 693
u4 = O v 4 = O
.u5 = -2w = J.2,5 v 5 = O
El otro método alternativo corresponde a un plantea-
miento en compatibilidad y presenta la ventaja de considerar \(nic~
mente un estado par;cunétrico en la estructura de 11 nudos, que se -
representa en la figura 9.35d. Los dos cálculos de Cross se llevan
a cabo en la tabla 9.16.
La ecuación de equilibrio es:
es decir
º21 + º34 + 10 = O;
)'J. = 0,02907 m.
-3441<1 + 10 - O
ITas son:
Los resultados de lo~ momentos en los extremos de ba
Barras 1-4 1-2 2-1 2-3 4-J. 4-3 3-4 3-2
M -2,05 2,05 6,75 -6,75 -12,95 J.2,95 8,25 -8,25
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1, f~ 1 i
:'NUDO ,1 '.'II f: ~~r---Íi - t ~
#BARRl', ¡', _~~~1~-~4~,~,',',~ 1_-~2 ¡ 2-1 l.,i '1- 1 - 4 e 4 --*-l¡------
l R 1 2FI Ü JET r t EI ,
• I (J \' _;- ....-'¡
S k l.~ o, 273 ,¡.,. o,727 ¡.- --'-'-"-0-,-72-7-¡
~ MO '¡ 7,50 ¡ o ~ o -1 Simétrico
I M1 l' -2,051.'. -5,45 ~ oi i~.,'.r-', ~2''--+!~~'~"'¡'----~b'---~--111-----'\ 11~ ¡ f ¡¡
1 M ! O lO!, -2,73 . ~
I M3 I O I O I 1,98 I
\ M " 5,45 I -5,45! -0,75 ~I:-l~-.__:_E_,:-2-9""'¡! :~:71 1'.- -1. --'-_:_:_:_:_,:-,:-~-t-~-~-:-o---+¡
1 MO'! 01600 i según dos ~
; J ~¡~ ----1" ,l.
' 1 I , I
l.' M ¡ -258 i -342 I eJ'es.~'J t 1 I¡y_, -258 1,~2_5~8_----'"1 ,."".,...,1
Para conocer el giro de sblido r~gido de la estructura?
es preciso calcular la flecha del extremo del cable (sección 5).
4 3 10 90 4 2
, + O 375 ' .-
900' 6.900
es decir: Us - -0,0220 + 0,0121 = -0,0101
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el giro w de la estructura es tal que compatibiliza las flechas del
cable y estructura, es decir:
-- 3
-0,0101 - w . 2 = 12,5 • 10
w = -12,3 . 10-3 radianes
Los movimientos de los nudos son (en mm)
u 1 = -4w 49 ; v 1 = O
u 2 = -4w = 49 v 2 -Al + 3w = 66
u 3 = O v 3 = -A + 3w = 661
u 4 = O v 4 = O
u 5 = 12,5 ; v 5 = O
/'
Ejemplo 9.12 • Se trata ahora de una estructura idénti-
ca a la del ejenl.plo 9.9, pero con un cable que no constituye sus ten-o
tación isos"tática de la misrna. A efectos de cOITlparar ambos procedi~'~-
mientas (equilibrio y compatibilidad) en un caso general, se supone
c;ue 'el cable se conecta a una sección intermedia de una barra. Se de
)
sea obtener los movimientos en todos los nudos (fiqura 9.36a)
El procedimiento en equilibrio exige consic1erar como nudos
de la estructura los ex~,-remos del t.irante r por lo que en este caso -
existen cinco nudos y el grado de traslacionalidad es dos. El estado
intraslacional cortduce a resultados en momentos nulos, ya que las
cargas están aplicadas en los nudos. Los dos estados pax:amé'tricos se
se calculan en la tabla 9.17. Enrepresentan
ellos se ha
en la figura 9.36b y























Figura 9.36. Fje~plo 9.12.
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TABLA 9.17. Cálculo de los estados. Método de equilibrio.
Las ecuaciones de equilibrio son:
º51 + º54 + T ~ O
Sistema de ecuaciones que resuli::a:
-0,41El\1 -1- O,19EI)\2 + 10 ~ O




con El ~ 900 y
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La soluci6n del sistema anterior es:
Al = 0,02766 m 1. 2 = 0,00122 m.
La resoluci6n del rnétodo de cornpatibilidad 'exige el cálcu
,
lo de un estado paramétrico y de otro intraslacional con lacruerza
unidad en el tirante (T = 1). Este último estado se denomina (01),
ya que el estado intraslacional (00) debido a las fuerzas exterio-














2-3 ¡ 3-2 3-4 ¡¡ •!
~
1 1 4/3 ,\,
0,43 0,43 0,57 ¡L
O O O




La condición de compatibilidad del desplazamiento del punto
5 es:
f(OO) + T f(Ol) + A f(l) ~
555
La ecuación de equilibrio es:
Las ecuaciones que resultan son:
10 - O,071T - 344A ~ O
cuya solución es:
T - -1,7087 toneladas (compresión).
A ~ 0,029 1Cl.
Los resultados finales son:
con
Se comprueba que ambos métodos conducen a resultados aná··
logos. Se observa que el mét.odo de equilibrio penni te obtener a ve··
ces ventajas de planteamiento de la.s ecuaciones. a costa de un incre--
/
mento del número de nudos de -'Ca es-truc-tura ~ En el procedimien to de --
compat.ibilidad la estructura es mas sil"ple.> pero exj.ge la determina·····
cióp, a veces enojosa, de las flechas de la ecuación de compatibili·"
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De los ejemplos anteriores se deduce que el método de equi-
librio exige el cálculo de estructuras con un número mayor de nudos
-si el tirante no se encuentra conectada a nudos ya existentes de la
estructura- y por lo tanto con un mayor grado de traslacionalidad
que en el método de compatibilidad. Sin embargo,en este último<, es -
,~~
preciso llevar a cabo, varios an&lisis intraslacionales correspondie~
tes a los esfuerzos unitarios en cada tirante, con objeto de calcular
las flechas que intervienen en las ecuaciones de compatibilidad. Por
otra parte, en el método de equilibrio las condiciones que permiten
obtener los movimientos de todos los nudos son mas si~ples de plan-
tar que los de compatibilidad. Parece por lo tanto mas recomendable
en un caso general, el ~étodo de los movimientos o del equilibrio -
para el análisis de estructuras atirantadas.
9.6. SUBESTRUCTURAS
Como se desprende del desarrollo te6rico de este capítulo,
los conceptos de barra y nudos son relativos. Se puede descomponer -
una barra en varias mediante la inserción de nudos intermedios. La -
conveniencia de este procedimiento depende de varios factores, ya que
si bien puede simplificar las constantes características de las ba--
rras que intervengan en el cálculo, éste se complica. Por el contra-
rio existe el proceso de agrupar varias barras en serie e incluso -
estructuras articuladas y reticuladas en barras ficticias o subes--
tructuras, siempre que se encuentren conecta~das :'11 resto de la estruc
tura mediante dos nudos. (La extensión a varios nudos se puede llevar
a cabo mediante técnicas de cálculo matricial como se verá mas adelan
te). Las características elastomecánicas de las barras o subestructu-
ras se determinan mediante la aplicación de los conceptos de rigidez,
coeficiente de transmisión, elongabilidad, etc. descritos anteriormen
te. A veces la determinaoión de estas características puede exigircD
hacerconveniente, la resolución de un cálculo estructural.
Ejemplo 9.13. Determinar las características elastomecáni-















Figura 9.37. Ejemplo 9.13.
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Se supone la barra apoyada en un extremo y empotrada en el
otro, sometida a un momento unidad en el extremo articulado con obj.":'.
to de obtener las características pedidas. La estructurq así consi-
derada,con cuatro nudos}es traslacional de grado 2 (figura 9.37a).
Los estados param6tricos se describen y calculan en la tabla 9.19.
TABLA 9.19. cálculo de Croas.
M
~-NU~D-O~+! 2 --r 3 '¡' OBSERVAC. ¡
¡ ¡ ! -------.-+-'-----~:'~BARRA ! 2-1 2 - 3 ¡ 3 2 '- 3 4 ¡ !










1 I ". !' ~!' k l O,818! 0,182 1,. 0,182 0,818! !¡--TI-~-~~¡:---- --- -t-¡_-_~--t--l___ ¡ JI
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Por otra parte, se obtienen los valores del momento en el







Las ecuaciones de equilibrio son:
es decir 4 (1,088 -;- 44X1 + 40X2 ) - 2 (-0,126 + 73X1 - 1l0X2 ) = O
2 (-O ,126 + 73X1 - 1l0X2 ) - 4 (O ,057 - 44X1 - 249X 2 ) - O
4,604 - 322X1 + 380X 2 = O
-0,480 + 322X1 - 1216X2 ~ O
·. 234 -
La solución del sistema anterior es:
Xl = 0,02012 y X2 = 0,00493
Por lo tanto, resulta:
M21 =
M(O)
+ X M(1) + X H (2) = -0,59921 1 21 2 21
M43 =
M(O)








que son valores que coinciden, den-tro de la aproximación llevada a -
cabo en los cálculos, con los ohtenidos en el ejemplo 7.3.
Existe la posibilidad de suponer hiempotrada la barra y -
producir un giro unidad en un extre~o. La rigidez representa el mo-
mento final que se produce en el empotramiento y el coeficiente de
transmisión corre;;ponde a la relación de momentos de empotraJ'liento. La
. ;
ventaja de este procedimiento reside en que la estructura es Slme-
trica y simplificaciones en el cálculo son posibles, como se indica
en la figura 9.37b. Los sucesivos cálculos de eross de la estructu-
ra se resumen en la tabla 9.20.





12 -155 y -192
1, (O) = O43 ¡~(l) = 15543 y -192
- 235 -
TABLA 9.20. Cálculo de Cross.
~
- - - }
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Las ecuaciones de equilibrio!" son iguales a las del proce-(j
dimiento anterior y resulta:
170 - 708X1 - 1536X2 = O
-8 -708X1 + 1536X2 - O
Xl = 0,114
X2 = 0,058
Los momentos en los borc1.es son:
M12 =
M (O)
+ Xl M(1) + X2
M(2) 9,142 El12 12 12 L
M34
~,( O)
+ Xl M(1) + X2
M(2) 6,608 El
·34 34 34 - L
luego
R 9,142 El M12= L
M12
= 0,723Y M34
que coinciden priÍcticarnente con los obtenidos con procedimientos an-
teriores.
Por Gltimo se presenta un ejemplo sencillo: el cálculo de -
una estructura susceptible de ser descompuesta en subestructuras. Co
roo se verá en este caso, como en muchos otros, esta descomposición -
no es Gnica, y la m~s adecuada, desde el punto de vista del cálculo,









Eje~plo 9.14. La estructura de la figura 9.38a esta com-
puesta por un dintel qUe, por sirnplicidad,se supone que es una celo
sía plana de nudos arti~i~lacJos, unida ITed.ian-te ar-ticulaciones fi--
jas (sin posibilidad de deslizamiento) a unos soportes circulares
de hormigón armado de módulo de elasticidad E~ = 2 . 10 6 tm- 2 ., -
los cuales se prolongan en el terreno constituyendo de esta forma
una cimentación por pilotes. La elongabilidad de todas las barras
de la celosfa es
y el diámetro de los soportes ~ = 0,30 m.
A efectos de simular una primera aproximación en el cálcu-
lo se supone que los soportes se extienden una longitud infinita en
el terreno y que este es tipo \ünkler, es decir, que reacci.ona en ca
da punto de contacto del suelo con el pilote con una fuerza de inten
sidad q proporcional a la flecha w. El módulo de balastao k, defini-
-2do por la relación q = kw es de 6000tm • Se admite asi_l~,iSlno que -
los pilotes son inextensibles y están apoyados por la punta en roca
firme, por lo que sus movimientos verticales son nulos (no existen
asientos) .
Se desean obtener para cada uno de los dos casos de acciones
siguientes:
1) Incremento de 5 cm. en longitud de la barra 5--6 produ--
cido por la temperatura.
2) Una fuerza vertical descendente de 12 t en el nudo 5.
los resultados:
1) Movimientos de los nudos 1 y 5.
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Figura 9.38. Fje~plo 9.14.
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Existen dos posibilidades de trc.tilI,liento (1e la estructura del
ejemplo, bien como una celos{a con dos barras adicionales (figura -
9. 38b)} con flexibilidades iguales a las de cada soporte) O por el c0.f:l.
trario como una estructura reticulada con un tirante como dintel y
dos muelles elásticos (de rotación y movimiento horizontal acopla-
dos) en su contacto en el terreno (figura 9.38c). rn el primer esqu~
ma de cálculo es preciso calcular la flexibilidad del soporte. Esta
se deduce a partir de la ecuación diferencial de la viga flotante:
El (9.19)
con las condiciones de borde:
Para x = O -lt y M:;; El mt
Para x + o:J
(9.20a)
(9.20b)
Si se denomina S4 = 4~1' la solución general de (9.19) es:
que al considerar las condiciones (9.20b) se convierte en:
-Sx
e (Al cosSx + A2 senSx)
y con las relaciones (9.20a) se deducen los siguientes valores de






La flecha Wo y el giro 80 en el origen P(x=O) son:
1 + 68
28 3 El
y = 1 + 128
28 2 El





que corresponde a la flexibilidad' del soporte)f. ~l





con lo que resulta la flexibilidad de las barras 8-1 y 7-9:
f = uA = 0,012 m.
La estructura articulada (9.38b) es una vez hiperestática
y se calcula de acuerdo con la teoría desarrollada en el capítulo 5,
que permite escribir el cuadro 9.21.
TABLA 9.21. Cálculo estructura hiperestática.
r~N1 ~ ilN1 ; (N1 ) 2 L ¡ NT ¡
L 11 "En l ¡,~~i ,~~,~,_J; ~t \.-__~_"q
" ¡:¡ ;J ¡
o 1 ¡ o ~ 12 o 1 -0,11 I
1,1-2 -4,62 - 2 -9,24 o! o ~ O ',1,' -4,62 1
! 1-3 2,31 ¡ 2 ¡ 4,62 1 f 4,62 i 2-! 2,20
2-3 4,62 ¡ 2 ¡ 9,24 o 1 o , o'~ 4,62
r' .! I2-4 -4,62 I 2' -9,24 o 0- O -4,62
::.: -:::: I : ¡ ;:::: :1 J:,", I :, -::::
4-5 4,621 2 1 9 24 o! 0 1 o I 4,62
4-6 -9,24 2 1-18 : 48 o I o ;l! ~ ,1 -9,24
5-6 9,24 2 ¡ 18,48 O 1 o 9,24
5-7 4,62 2, 9,24, 1 I 9,24 1 2 l' 4,51
6-7 -9,24 2 ,; -1~,48 ,1 ~! o lo! -9,24
7-0 o 120 _L__--'--I_~3__~~_1_20 -l -0,11
27,72
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La tabla 9.21 se refiere al caso de carga 2, ya que para
el caso 1 no existen esfuerzos en la estructura hiperestática. Por
otra parte)en este caso es f~ci1 obtener los valores siguientes de
los movimientos de los nudos:
ti
= O ;1
us = O ;
= O
= -3,9 cm.
Con respecto al caso de carga 2, la condición de compati-
bilidad que se deduce de la tabla 9.17 es:
27,72 • 10-4 + 246 . 10-4 X - O .
)
x - -0,113
Los esfuerzos finales en todas las barras son:
y se presentan en la tabla anterior.
Los movimientos de los nudos 1 y 5 son en este caso de car
ga:
u 5 = 0,5 mm
;
La otra posibilidad de cálculo corresponde a considerar la
estructura entr~lado simple que se muestra en la figura 9.35c y que
puede simplificarse en la compuesta de las tres barra~ quealli se
indican.
La flexibilidad de la celosía es:
f = 3 -EL n -- 6 • 10 - 4 mi t
a"
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Para el caso de cargas 2, la soluci6n de viga biarticula-
da conduce a las reacciones (tabla):
con
-4 -4
-H . 6 . 10 +(4,62 + 13,86 + 9,24)10 - = O
H=4,62t.
La ecuaci6n que determina e~ movimiento de los nudos
?
= -u) así como la reacci6n hiperestatica (X) es:
1 Y 7
u = ~(4,62 - X)6 . 10-4 = -x
X = 0,115 t.
120 . 10- 4
que coincide con el obtenido mediante el esquema estructural anterior.
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EJERCICIOS. ENUNCIADOS
9.1. En las tres estructuras de la figura 9.39 se desea conocer:
1) Grado de traslacionalidad. b) Estados parámetricos b~
sicos. cl Ecuaciones de equilibrio convenientes indi-
cando las secciones y esfuerzos que se deberian consi
derar.
9.2. En el pórtico simple de la figura 9.40 indicar los casos ele -
cargas que desplazan a los nudos así como el sentido de este
movimiento.
Se considera el pórtico de la figura 9.41 constituido por un -
dint~i simétricotde rigic'.ez R1 = R2 = R Y coeficiente de trans
misión Y12 = Y2l = Y Y por dos soportes idénticos de caracte--
rísticas Ri, R~, yi2 y Y~l'
Determinar la posición o posiciones de la carga vertical
P para las cuales el pórtico es intraslacional.
9.4. Las barras correspondientes de las dos est~ucturas 1 y 2 de la
figura 9.42 son iguales. ~e pide justificar en cual de las dos
es !rayar el desplazamiento horizontal del nudo A para la misro.a
solicitación P.
9.5. Obtener las reacciones en el nudo A de las dos estructuras re-
ticuladas de la figura 9.43 cuando se encuentran sometidas a la
acción de un momento de -10 mt. aplicado en la sección central
de la barra BC.
9.6. En la estructura reticulada indicada en la figura 9.44ase pide:
l) Esfuerzos en la rebanada mecHa de la barra AC.
2l Corrimiento del nudo B.
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Figura 9.39. Ejercicio 9.1.
Figura 9.40 Ejercicio 9.2.
( ,i)'~
i----7(~ ...
H ::;. l- ~.!·t
--;f~-
. Figura 9.41. Ejercicio 9.3.
6.'~~-~~'-'--"';-'-"-"~-'"l~<.>,
.1"t~4?r t' ¡ \l (~J
Figura 9~42~ Ejercicio 9.4~
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La sección de todas las barras es de 0,40 . 0,40.
E = 200.000 Kg/cm2 • Se desprecia el acortamientc de las -
ba,rras.
9.7. Las estructuras de la ral"pa indicada en la figura 9.44b se ha-
lla sometida a una carga vertical uniforme de 2 tm- 1 (longitud
medida en horizontal) extendida en todo e'l tramo.
Se pide:
1) Dibujar las leyes de esfuerzos en todas las barras, -
acotando los valores característicos.
2) Movimientos en todos los nudos.
Las piezas son de sección rectAngular




~. 0,20 m. y
Notas: Se procurarA obtener las mAximas simplificaciones -
de posibles simetrías o antimetrías de la' estructu-
ra.
No se considerará la deformación producida por los
esfuerzos axiles.
9.8. Desplazamientos horizontales ,expresados en rrm. de los nudos A y
B para un aumento de temperatura de 50°C. uniforme en toda la -
estructura de la figura 9.45.
Coeficiente de dilatación lineal del material 10-5 m/moC.
Sección de todas las barras 0,20 0,50 m.
¡"ódulo de elasticidad :Jel material de las barras 10 5 Kg/cm 2 .
L = 5 m.
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Figura 9.43. Ejercicio 9.5 •
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9.9. En la estructura que se indica en la figura 9.46 todas las ba
rras son indeformables a esfuerzo axil y ¡:ienen la misn'a sec-
ci6n y módulo de elasticidad.
Se pide obtener el esfuerzo axil en la barra AB cuando -
se solicita la estructura con el sistema de cargas indicado.
9.10. En la estructura de la figura 9.47 hallar las leyes de esfueE
zos axiles, de momentos flectores y cortantes. Idéntica cues-
tión suponiendo que el apoyo 4 es una articulación fija.
5 . / 2E = 2 • 10K9 cm •
9.11. En la estructura de la figura 9.48 todas las barras son inex-
tensibles y de sección constante El = 10 6 m2t. Determinar las
leyes de esfuerzos en todas las barras.
Se supone que la pieza 3456 es maciza con rigideces a -
flexión y extensión infinitas.
9.12. En la estructura reticu1ada de la figura 9.49 constituida por
un exágono regular de lado 8 ro, se pide deterninar el movimien
to relativo entre los nudos A y D.
Las barras AB, CD y B'C' son infinitamente rigidas a fle-
xión y a extensión. Las restantes barras presentan las siguie~
tes características:
E = 2 . 105 kg/cm- 2 .
1 = 0,02 4m.
A = 0,25 2m.
y se consideran flexibles y elongables.
Figura 9.46. Ejercicio 9.9.

















Figura 9.49. Ejercicio 9.12.
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9.13. En la estructura de nudos rígidos de la figura 9.50 y sometida
a las acciones que en ella se indican, se pide:
Movimiento rotativo entre A y ~ expresado en centímetros.
Sección de todas las barras: 0,40 . 0,20.
2E = 200.000 kg/cm .
9.14. En la estructura reticulada de la figura 9.51, todas las barras
son de sección constante y de la misma sección todas y cada una
de ellas de 0,50 m. de canto por 0,30 m. de ancho. E = 2 • 10 5
Kg/cm2 .
Se pide:
1) Esfuerzos en la rebanacla D,edia de la barra PC.
2) Esfuerzos en la rebanac'.a media de la barra AB.
3) Corrimiento relativo del nudo F con relación al B.
9.15. En la estructura indicada en la figura 9.52 se pide:
1) Esfuerzo en el tirante Be.
2) Leyes c.e esfuerzos en la barrél AC.











9.16. En la estructura representada en la figura 9.53 determinar los
movimientos del nudo 4, producidos por un descenso vertical de
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Figura 9.51. Ejercicio 9.14.
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Todas las barras son de hormig6n e inelongables, con una -
secci6n de 0,60 X 0,20 m2 , a excepci6n de la barra simétrica -
2-3, que presenta una secci6n transversal variable longitudi-
nalmente.
Se supone que bajo un descenso relativo de apoyos de 3 cm,
la barra 2-3, supuesta aislada y rígidamente empotrada en sus
extremos, experimenta un momento de empotramiento de 120 m.t.
El m6dulo de elasticidad de todas las barras es 3 . 10 6 t.m-~
9.17. En la estructura adjunta de la figura 9.54 se pide:
a) Esfuerzo en el tirante 1-2.
b) Esfuerzo en el punto medio de la barra 4-S.
cl Corrimientos horizontal y vertical del nudo S expresados
en cm.
Se considerará el alargamiento del tirante.
Características de las barras:
T - t n 3 2 E. = ? x 10 6 K / 2l r an e: ,,= cm i . ~ . g cn .
Barras: Ancho = O,lOn.: canto = 0,30; E = lOS Kg/cm2 .
9.18. En la estructura de la figura 9.SS, todas las barras, excepto
I
el tirante (a), son de hormig6n, con un m6dulo de elasticidad
de 2 ~ lOS Kg/cm2 . y tienen todas una secci6n de 40 ~ 30 cm.
1"'->
(canto ): ancho). El tirante
ticidad de 2 ~ 10 6 Kg/cm2 y
es de acero, con





Se pide, para un aumento de temperatura de sooe.
1) Esfuerzo en el tirante.
.f~ i) o
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Figura 9.52. Ejercicio 9.15.
3,0(1 3,>'1)
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Figura 9.54. Ejerc~cio 9.17.
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2) Corrimiento del punto A.
El coeficiente de dilatación térmica es: o. = 10- 5 por oC.
El tirante (b) es indefor~able.
9.19. La estructura indicada en la figura 9.56 está formada por ba-
rras cuyas características geométricas son las siguientes:













E_ncho constante de 0,20 m.
7-8'- ¡Canto con variación lineal entre 0,20 m. en el pu~
, 1ro 8 y 0,5~ ID. ~n 7.
~ = 2 • 10 t/m .
...
Barra
~ncho constante de 0,20 m.
6-7;- ¡canto con variación lineal
~o 6 y 0,50 m. en 7.
t = 2 10 6 t/m2 .
entre 0,20 m. en el pu~
Se pide obtener las reacciones en el apoyo 3 y los esfuer-
zos en la rebanada central de la barra 1-2, para las solicita-
ciones indicadas.
9.20. El marco de la figura 9.57 representa la sección transversal de
un acueducto de horrügón de gran longitud, que se apoya direct~
mente en el terreno, el cual se supone tiene un comportamiento
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Figura a.56. Eje~cicio 9.19.
Figura 9;57. Ejercicio 9.20.
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Con el objeto de di~ensionar la armadura transversal de la
estructura, y dada la gran longitud de la misma, se calcula un
tramo cualquiera de ella, de un metro de longi~ud, analizándo-
lo como un entramado plano (estructura representada en la fig~
ra) .
La única acción a considerar en el análisis es la del agua,
que se supone circula por el acueducto a plena sección y en lá
mina libre.
El espesor de las cuatro paredes es constante e igual a 40
cm~ y el módulo de defor~ación longitudinal del hormigón se to
ma igual a 2 X 105 Kg/cm2 .
Se picJ.e:
Hallar los esfuerzos (momento flector, esfuerzo cortante y
esfuerzo axil) en las sección 0i y 02'
Nota: No serán tenidas en cuenta las deformaciones por efec
to de los esfuerzos axil y cortante.
9.21. El pórtico de la figura 9.58 tiene una sección cuya inercia a
flexión se indica y su módulo de elasticidad es E. En el pro-
y~cto se dispuso su cimentación sobre zapatas y, dadas las ca
racterísticas de éstas y del terreno, se supuso, en el cálcu-
lo, que existía empotramiento total entre cada soporte verti-
cal y la zapata. Sin embargo, en la fase de la construcción,
se comprobó que la zona de terreno situada debajo de los pil~
res 3-4 y 6-5 era de peor calidad que la prevista inicialmen-
te, por lo que las zapatas 3 y 6 se construyeron unicas entre
sí. Esta zapata única se considera, en el cálculo, completa-




1) Determinar los esfuerzos womentos flectores que se pro-
ducen en el pórtico, si el punto medio de la zapata co-
rrida 3-6 sufre un asiento de valor o y toda ella gira
un ángulo 8.
2) Hallar la relación que debe existir entre los valores -
o y 8, para que el movimiento horizontal del nudo 2 sea
nulo.
Datos:
a = 6.00 m. 1 + 0.3N cm. 1 = 0,025 4m.
e 3 + 0.3N milésimas de radián.
N = 10
,
Nota: Se realizará el cálculo considerando las máximas si-
metrías posibles, de modo que resulten cálculos de -
Cross de un solo nudo.
9.22. En la estructura de la figura 9.59 todas las barras se suponen
inextensibles con El constante en cada barra e idénticas entre
sí.




2) Deformada de la estructura suponiendo El = 10 4 t.m2 •







Figura 9.58. Ejercicio 9.21.
1-. '1 v-v-,
..~
Figura 9.59. rjcrcicio 9.22.
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3) Determinar la característica k = (E~)T de un tirante e~
tensible, sin rigidez a flexión que una los nudos 1 y 4,
de modo que el desplazamiento del nudc 4, °4 , calculado
en el apartado anterior se reduzca a una fracción ~~
4) Esfuerzo en el tirante.
9.23. Determinar los esfuerzos en todas las barras de la estructura
que se indica en la figura 9.60 suponiendo los casos siguien-
tes:
1) Todos los nudos son articulados.
2) Todas las barras que coinciden en un nudo están rígid~
mente empotradas entre sí.
3) Comparar los resultados del caso 2 (esfuerzos secunda-
rios) con los deducidos en el caso 1. Considerar en paE
ticular las tensiones máximas.
Todas las barras tienen un canto total de 32 cm., área
118 cm2 • e inercia 18.780 cm4 • El módulo de elasticidad del
7 2
material es de 2 ~ 10 Kg/cm.
Se suponen todas las barras extensibles.
9.24. En el cálculo preliminar de dimensionamiento de un puente con-
tinuo, se supone que la viga de borde es de sección variable,
esquematizada según dos tramos de igual longitud, y sección -
constante cada uno de ellos, con inercias respectivas 1 y 1<1 (k>l),
tal como se indica en la figura 9.61.
Por otra parte, se sabe que cuando actúan una carga vert~
cal de 100 t en el centro del vano extremo (sección de cambio
de inercias) aparece una reacción en el apoyo A de 38 t.
¡ Se desea conocer la rigidez
L_.constituido por todos los vanos
al giro
situados
del tramo de puen'te -
a la derecha del va
lOO 'C
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FiCfüra n. EJ.. Ejercicio 9.24.
Figura 9.62. EJercicio 9.24.





EI/L = 10 6 mt.
no extremo, es decir, la relación momento/giro que se indica en
la figura 9.62.
Datos: k = N/5+l
N (número entero de 1 a 30)
Nota: La resolución de este ejercicio permitiría proceder,
en un caso real, al an5lisis del vano extremo del -
puente de un modo si~ple, al considerarlo aisladamen
te.
9.25. Las barras BC, BE, Ee, CD de la figura 9.63 son de hormigón -
armado con un area de 1,0 . 0,40 m, y módulo de elasticidad de
2300.000 Kg/cm . (no se considera la elongabilidad).
Las restantes barras constituyen una celosía met5lica
25,0 cm 2 . de area y un módulo de elasticidad de 2,1 . 10 6
Se desea conocer la flecha vertical del nudo A.
con
9.26. La estructura de la figura 9.64 se encuentra sometida a las -
fuerzas de valor P que se indican y a una dilatación ~1 de la
barra 5-6.
Se pide:
1) Desplazamiento relativo entre los nudos 4-7.
2) Reacciones en los apoyos, resueltas según los ejes genera-
les'X, Y.
P = 100 t.
~l = 6 cm.
Las barras de la celosia son met5licas con un area de 10 2cm 9
Las restantes son de hormigón y con una sección de 0,60 . 0,60 m.
La relaci6n de módulos de elasticidad entre el acero .y hor-
o ~ 10 E 2 10 6 v! -2mlgon es . '. = . ~ "g, cr.l .
a
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9.27. En la estructura de la figura 9.65 se desea conocer el movi-
miento del nudo A.
Sección de todas las piezas 0,40 • 0,20 m.
6 -2E ~ 2. 10 Tm .
9.28. La cubierta de la figura 9.66 está constituída por una estruc-
tura entramado de hormigón (sus nudos se designan por letras)
y por otra en celosía metálica (con sus nudos numerados), que
se encuentra articulada a la anterior.
Las acciones consideradas en el cálculo estructural han si
do:
1) Pretensado sobre la barra A-A', que puede modelarse co-
mo una ley de esfuerzos internos (momentos flectores) -
constante en toda su longi'cud y de valor 200 m. t por rn~
tro de luz y dos fuerzas horizontales en sus extremos -
de valor H ~ 100 t.
2) Existe, además, una sobrecarga importante, que, en pri
mera aproximación, se supone es una fuerza vertical
descendente de 100 toneladas actuando en el nudo 7.
3) En el montaje de la estructura de celosía, se observó
un error en la longitud de la barra 6-8 de 10 cm. por
defecto.
Se pide:
1) Esfuerzos en la sección central de la viga A-A'.
-Módulo de elasticidad: 300.000 Kg.cm- 2
-Secciones: Barra A-A' 2,00 ~ 0,70 rn 2 •
2Restantes barras 1,00 K 0,70 m .
-----.- C'
.,















































-M6dulo de elasticicad: 2.000.000 Kg.cm
-Secci6n en todas las barras 150 cm2 •
Nota: No se considera la deformación por axil en las barras
de hormig6n•. ' i
9.29. La estructura representada en la figura 9.67 se compone de dos
p6rticos iguales de nudos rígidos (ABCED y A'B'C'E'D') y una -
viga en celosía (12345 y 5'4'3'2'1') biarticulada en los piSrti
cos anteriores. Se admite que los nudos D y D' están empotrados
perfectamente. Se supone que la barra 1-2 sufre un incremento
de longitud de 2 cm. debido a la temperatura.
Se pide:
1) Esfuerzos en D.
2) Giro del nudo B.
3) Esfuerzo en la barra 1-2.
4) Movimiento del nudo 5.
Datos:
Todas las barras de la estructura entramado son prismáti-
e
cas de sección O,50 X 0,20 m. y módulo de elasticidad Eb~2 • lO"
t.m- 2 • La estructura en celosía está constituida por barras de
10 cro2 . de secci6n y m6dulo de elasticidad E ~ 2 • 10 7 t.m- 2 •
a
Notas: Deberán de utilizarse todas las simplificaciones P2
sibles.
En la resoluci6n del método de Cross se utilizarán
1 reparto, 1 transmisión y 1 reparto.
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EJERCICIOS. SOLUCIONES
9.1. La figura 9.68 indica la solución asi como las secciones a con-
siderar para el equilibrio de esfuerzos cortantes.
9.2. (a),(b) y (d) -traslación hacia la derecha.
(c) Intraslacional.






+ 2(1+Y12) sena = O
9.4. Es mayor el desplazamiento en la estructura 2.
9.5. La primera estructura es traslacional a = 1 Y la segunda es in-
traslacional.
Reacción en la primera estructura:
N = 4,13 t; Q = 0,375 t Y M = 0,375 mt.
Reacción en la segunda estructura:
N - -0,28 t; Q = -0,78 t Y M = -0,80 mt.
con sentido positivo de las reacciones la dirección AC y su nOI
mal a 90° (antihoraria) y al signo de momentos antihorarios.
9.6. VE = 6,5 wm.
MAC = 0,90 mt. NAC = -30,64 t y QAC = -17,69 t.
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9.7. Leyes de momentos flectores:
b":R~ I ]Ji
1
ll. . 1 IJj IVAlnA~ION -l!J.-J J.._J ¡ 1
. .. 1




"I4-3 -10,10 7,67 Lineal
..~~





qi qj v. v .
i-j I J. J,
I I1-2 -5,09 1,41 -4,16 0,61¡
2-3 1,41 11,41 I -0,30 -0,303-5 -9,56 0,44 3,31 3,31
1
15-6 -1,63 4,77 2,92 7,72!
4-3 -3,56 -3,56 ¡ -20,97 1-20 ,97
,- .. ~
Son leyes lineales a lo largo de cada barra.













e . -3,77 0,67 -0,69J.




"9.8. llA = 2,055 mm.
llB = -0,445 mm.
,9.9. ti = -11, 62 L
9.10. Ver figura 9.69.










-246,66 64tj; 246,66 -44r:
t
Qj 1 N. I N.-t~;- J,¡',44 I -36
-36 -44 -44
¡ -44 164 -44
-44 I -64 -64
Variación lineal en cada barra.
9.12. L\AB = 74 mm.
9.13 " L\AB = 0,67 cm.
9.14. 1) llBC = qBC = O;
2) llAB = 6,11 mt;
3) L\FB = 8,7 mm.
9.15. 1) TBC = 6,55 t.
2) II = 2,09 mt;
= 12 t.
gAP = -5,83 t;
g = 1,38 t;
VAB - 2,26 t.
v = 4,95
2,8 m.rn.
•Figura 9.68. Solución al ejercicio 9.1 .
•
Fiaura 9.69. Solución al ejerciqio 9.10.
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9.16. 1,10 5,5 -2,75 -3u 4 = cm; v 4 = cm; 84 = X 10 .
9.17. a) T = 2{3 = 3,4 t.
b) )l = 0,29 mt¡ q = 0,43 ti v = 1,75 t.
c) )l5 -- 1,25 cm; v 5 = -2,16 crrt.
9.18. a) T -- 3,0 t. b) )lA = -2,7 roIn. i VA = 3,4 mm.
9.19. M? -- 18 l'l-t. N~ = -267 t;.
º3 = -10,66 t.
-'
..)
)J = 1,37 mt¡ q = -2,65 ti \! = -15,35 t.
9.20. La detenninaci6n de las características de las barras y los
momentos de empotramiento rígido es directa, a excepci6n de
la barra A-E que se encuentra apoyada en una cimentaci6n
elástica.
Rigidez simetrica de la barra B'E:




= + k w = O~x4
cuya soluci6n es:
con
Si se considera el origen de coordenadas en la sección central
de la viga, la deformada es sil'letrica, por lo que se obtiene:
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Q -El d\" O=
-3 =
dx
-sena Sh a Al - COSa eh a A2 =
1
(-cos a Sh a - sen a eh a ) Al + (cos a 8h a - sen a eh a ) 1'"2 O
con
COSa 811 a - sen a eh a
24s El(senacosa+ehaSha)




















sen a + :=;11 a
SEl(senacosa + eha Sha)
1 2El







es decir R = O,79l3El
s
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Los momentos de empotramiento rigido se calculan mediante la
ecuación diferencial:
El
Con las condiciones de contorno:
eJ2,,, .3
M El O Q -El eJ. w O= ~2 = Y = -] --
dx dx
La solución es:
P -4w = - = -2 • 10 m.k
para
El cálculo de Cross se resume en la tabla 9.
TABLA 9. cálculo de Cross simétrico.





R I 0,4El El , El 0,7913El I,
'--- ! -' .,
I I
,
1k I 0,29 0,71 ¡ 0,5.6 0,44, I




0,62 J. , 52 ¡ -1,79 -1,41 ¡~ ¡O I -0,90 I 0,76 O I~L~_~_
-_.-
I !




LM 0,88 -0,88 r 1,74 -1,74~
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Los esfuerzos en la secci6n 01 se obtienen a partir de la ex-
presi6n (1), considerando los valores Al y A2 dados en (2) corres-








= -4RlS A2 1,74 =-0,191 ~t.
( a)
Evidentemente por simetria Q01 = O Y el esfuerzo axil se deduce;
tnedian·te ·consideraciones de equilibrio¡que es igual 2.1 cortante QBAI
es decir; N01 = 5,55 t.
Analogamente para la secci6n 02 se obtiene:
M02 = 0,88 rnt.
N02 = 2,45 t.
Q02 = O
9.21.
Los momentos finales son:
M = MI> 1> + Me e
'8 = 1> El 8 8 Rlcon
"2 y = a
a
(b) 1> = 2,2598 1> = 13,5568
9.22. al V1 = 0,36; H1 = -2,00 1'11 = 7,43 (t,m)
V5 = 2,64; HS = -2,00 IV'2 = 7,43
-38 2 = 8 4 = -0,76 X 10 rad.,
, -3
h 10 rad.
Las restantes componentes son nulas.
e) K = 120312 t = (EQ)t















~i'-_N_U_D_O_S_A_'RTICULADOS¡J CORTl'NTE", I A.XIL ' --¡
¡ -11.4,5 ¡ 65,0 -0,047 I -115,5 ¡! -114,5 ¡ 84,0 -0,047 I -115,5 !+ ~ I I ,~ ;.
I_~_=_~__¡ =~:~ ! :::: L~17 I ~ ___i¡
2-4 '1' -56,7 53,6! O -57,7
, ~ ~....l' --'
9.25. vA = -38,26 ¡lUn (deseenclente)
9.27. ¡lA = 12,3 mm (hacia la de,.-eeha)
(J
9.28. ~A = 319,8 rnt¡
9.29. a) ~D = -,58,02,
el N12 = 16,73 t.
'J A = 97.,11j t.
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10. LINE1'5 DE INFLUENCIA EN ES'rRUCTUP.AS ENTRABADOS
10.1. INTRODUCCION
El concepto de la lrnea de influencia surge de un modo na
tural en la determinaci6n de esfuerzos, reacciones o movimiento~
máximos o mínimos; en una sección de la estructura, cuando actúa so-
bre una zona especificada de la misma un tren de cargas m6vil. La -
definici6n de línea de influencia referida a las estructuras articu
ladas, en el capítulo 6, es completamente aplicable aqur, en el con
texto de las estructuras entramados. En general se puede describir
la línea de influencia,R = RA(X) , de un resultado R bajo la acci6n
móvil A (en general unitaria), como la funci6n (*) que expresa el ~
resultado R en términos de la abscisa x que permite definir la posi
ción ('e la acci6n mÓvil,A. Se comprende que es preciso especificar
los siguientes datos en la definición de una línea de influencia: -
(a) Tipo de resultado R -esfuerzo (momento flector, cortante o axil
en el caso de entramados), reacción, I"ovim.iéntos (desplazamientos o
giros absolutos o relativos) etc- (b) secci6n donde el resultado R
se calcula. (c) Acci6n móvil A -carga (fuerza horizontal o vertical,
o momento) puntual o repartida en una longitud deterr~inada, intensi-
dad (generalmente unitaria)(**). (d) Zona de la estrutura de actua--
ci6n de la carga móvil A. A veces puede coincidir esta zona con to-
da la estructura, pero no es preciso. Por ejempl~en el caso del e~
tudio de la influencia del frenado en un puente pórtico, éste actúa
solamente sobre el tablero.
NOTA. (*) Desde un punto de vista lT'atemático, la lrnea de influencia -
equivale a la funci6n de Green del problema matemático de -
campo correspondiente.
NOTA.( * * ): Es·ta acci6n móvil puede estar consti tnic'.a por un esfuerzo -
(análisis que se lleva a cabo en el disefio de los cables de
pretensado en las estructuras de hormig6n) o bien por una -
deformaci6n móvil. No obstante,la acci6n A m&s frecuente es
una fuerza puntual.
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Conviene recordar que es preciso definir de un modo ine-
quívoco, en la deterJ'ünaci.ón de las lfneas de influencia, los crite
rios de signos que se adoptan,tanto para el resultado R como para -
la acción móvil A.
La utilidad de las lrneas de influencia reside en que -
pernüten deducir los resultaclos P., máxirros y rrínin'os, que se producen
,-
bajo un tren de cargas con"tituido por acciones A.. (que corresponden
l
a la acción roovil A rwltiplicac1 a por distintos factores k i ), separ.é'c
entre sí distancias invari.ables. En efecto, basta aplicar el pri!.:lc
cipio de superposición que es válido evidentemente si el cálculo es
lineal. En el caso de estructuras para las que el cálculo lineal no
sea adecuado, la línea de influencia pierde su utilidad y solarrente
sirve, a vece~para situar de un modo aproximado las posiciones del
tren que inducen resultados R pésimos en la estructura.
Algunas técnicas de obtención de
rabIes del resultado han sido descritas en
estos valores mas desfavo
...
el capltulo 6 para estru~
turas arti.culadas. Sin embargo, la ex·tensión al caso de entramados es
directa y no exige ninguna modificación, ya que las líneas de influen
cia de los esfuerzos y deformaciones de flexión, que evidenternente -
en estas estructuras adquieren una mayor importancia, pueden ser tr.é'c
tae.as de forma completamente análoga a como se lleva a cabo en las -
líneas de influencia de otros resultados.
Dentro de las estructuras reticulares existen algunas cuya
singularidad o importancia exigen un tratamiento de cálculo más exi-
gente. Es el caso de las estructuras de puentes -vigas continuas, aE
cos, p6rticos, etc. -¡ en los que las líneas de influencia que se est2:!.
dian corresponden prácticamente a todos los esfuerzos de interés en
la estructura y en todas sus secciones. El objetivo de este análisis
minucioso es la obtención de las líneas envolventes de los esfuerzos
máximos y mínimos que se producen en las distintas secciones de la -
estructura,bajo la aotuación de un tren especifioado por las normas,
/~.& "1
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'1';(.~ tf-' A ,.
7~ t11.... [3 ,•
Figura 10.1.
í yC."'" 't~¡fW) J) .'
~
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e inten'ca reflejar las ca.rgas de trá'fico previsibles. La figura
10.1 representa. , por ejemplo, los trenes de las actuales normas de
puentes de car~eteras y ferrocarril.. ~_ veces la determinaci6n de las
lí"'neas envolventes anteriores no es suficiente para un correcto d~
mensionamiento de las secciones y puede ser de interés obtener para
cada valor extremo -máximo o mInimo- de 11n esfuerzo los correspondie~
tes valores acompafiantes de los restantes esfuerzos. Asi,no s610 es
preciso conocer en una sección genérica el máximo momento flector/-
M
max
,que se produce bajo Iél (l(;tllF!c}~6n (~pl tren en la p0sición x M
'max
más desfavorable; sino t2.Y.',bién los valores (le les esfu(;;rzoG axi.l y cor-
tante acompafiantes, es decir, que en dicha sección aparecen deb!
dos a las cargas del tren situadas en la posición x M Por consi-
gui.enteJ en el caso gener"l de una est_ructura max entramado)
es preciso calcular las siguientes ternas de Valores:
Esfuerzos principales: M M
min ºP1ax Qmin N NminIT'ax max
" acompafiantes: Q Q M M M M
N N N N Q Q
Evidentemente, los anteriores comentarios pueden ser aplic~
bles a otros resultados distintos de los esfuerzos.
Contrariamente al caso anterior de estructuras importantes,
existen otras en que, por su frecuencia d-e aparición y relativamente es-
caso valor económico individual. el análisis ~etallado anterior no se
¿
suele llevar a cabo. En
no singulares, se suelen
particulasen las estructuras de edificación
calcular tinicamente las secciones de arran-
ques y centro de cada barra, y en las secciones intermedias restantes
se supone una variación muy simple de los esfuerzos máximos, segGn -
criterios dictados por la experiencia acumulada en el análisis de es
tas estructuras. Incluso en la determinación de estos esfuerzos ~á­
ximos y minimos se suele llevar a cabo una serie de simplificaciones
que se indican en la figura 10.2. En ella se representan a estima -
las lií-Hoas de influencia. de algunos esfuerzos en una estructura típ!
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Figura lO.2. Estructuras de edificación.
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ca de edificación, haciendo uso del teorema de reciprocidad o de -
Maxwell. Sin embargo, es·ta posición de la carga má's desfavorable se
aprox:lma ¡nediant.e co¡nrin?ción de las dos hipótesis de cargas (1) y
(2) -d.enominéldas en "Caplsero"- y ql1e en la mayoría de los casos con
ducen a resultados suficientemente aproximados. Para que esta sus
tituci6n de la carga sea adecuada es preciso que· la estructura sea
suficientemente regular sin excesivas diferencias entre las luces
de los vanos contiguos. La acción fija de peso propio se puede en
esta situación obtener frecuentemente como combinación lineal de -
las hipótesis de carga (1) y (2).
Se comprende que las consideraciones que siguen son apli
- , ~
cables especialmente a las estructuras pertenecientes al tipo prim~
ro, es deci~que presentan una cierta singularidad por sus dimensio
nes, esquema estructural o economía. La determinación de las líneas
de influencia se puede realizar utilizando el teorema de reciproci-
dad o bien mediante combinación de estados de cargas unitarios (mé-
todo de los momentos 100,en estructuras intraslacionales,O de los -
esfuerzos 100 en las traslacionales). De todos ellos se exponen sus
características más importantes (*).
10.2. METODO DE LOS ESFUERZOS UNITARIOS
10.2.1. Consideraciones pre:':'..ia.s
En esencia este método consiste en calcular el resultado R
de una lí"nea de influencia para una posición genérira de la acción,
NOTA. L~l' Exü,te, naturalme:lte, el procedi.miento de obtención de la lí
nea de influencia mediante aplicación de su definición, es
decir, calcular el valor del resultado R para distintas fun
ciones x de la acción A. Los resultados intermedios pueden
deducirse mediante interpolación. Evidentement~dado el el~
vado volumen de cálculo que normalmente exige este método -
de obtención de 1:(neas de j.nfluencia, no se descrihe aquí.
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como COJ:l1binación de varios es·tados de carga. rada uno de est.os esta
dos corresponde a las fuerzas que aparecen en el desequilibrio de -
la solución inicial. Como en las estructuras intraslacionales las -
únicas fuerzas que se encuentran no equilibradas corresponden a los
momentos} Y, por el contrario) en las estructuras de nudos desplazables
existen)además de estos momentos, fuerzas procedentes del desequili-
brio de los esfuerzos cortantes Y axi1es de la estructura, es conve-
niente estudiar separadamente ambas situaciones.
10.2.2. Estructuras intraslacionales. Método de los mOIl'entos 100
Sea una estructura intraslacional arbitraria, como se mues
tra de un modo génerico en la fic¡ura 10.30.. La determinac.ión de la -
ordenada, R = R(x), de la línea de influencia para la acción A, defi
nido. por la abscisa x, se puede deducir simplemente calculando la es
tructura para la carga en dicha posición. Sin embargo, con objeto de
evitar el esfuerzo que implica dicho c~lculo para los sucesivos val~
res de x 'o posiciones de la acción móvil, se recurre a la superposi-
ción definida en la figura 10.3.
Si FO(x) Y R1 (x) representan los valores del resultado co-
rrespondientes a las soluciones inicial Y modal respectivamente, el
prill'.ero es nulo, en el caso de que la carga movl.1 no se encuentre si--
tuada en la viga que contiene la sección cuyo resultado R de la l{-
neo. de influencia se desea obtener. En caso contrario, el valor RO(x)
se calcula directamente o bien mediante tablas, suponiendo la viga -
biempotrada (a todos los movimientos) en sus extremos Y con la carga
en la posición correspondiente a la abscisa x (*). Por otra parte,
el valor del resultado correspondiente a la solución modal se puede
NOTA(*) En la figura 10.3 se ha representado la acción m6vil como -
una fuerza vertical puntual. En el caso general de acciones
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rigura 10.3. Método de los ~oment05 100. Exteriores a los nudos,
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obtener co~o combinación de dos estados de momentos unidad, tal co-
mo se muestra en la figura 10.3b. En la práctica, se suelen llevar a
cabo las operaciones nUlT'éricas con un número de cifras determinado,
por lo que para evitar decimales se consideran los estados constitui
dos por Il'omentos exteriores ele valor 100 e11 la situB.ción pr§ct'ica de t~.
ner en cuenta t!nicamente dos cifras decin~ales.v corro es el caso' fre-
cuente-) y de ahí el nombre de momentos 100 con -el que se conoce a -.
este método. El número de estados unitarios o con momentos 100 que
se calculan en e·l caso de carqa móvil sobre el dintel de la estruc-
tura de la fi.gura 10.3 es r'e cua'cro -uno por cada nudo del dintel- y
se representan en la misma figura. Los valores de los esfuerzos M~(X)
y M~ (x) se obtienen según el tipo de acci.ón m.á'vil, COPlO los momentos
de empo·::ramiento rígido que aparecen en la barra bajo dicha acción.
Por ejernplo,si la acci6n es una carga puntual unitaria gravitatoria
(dirigida hacia abajo), los mOI"1entos de empotramiento rígido en una -
viga horizontal de luz L y sección constante son:
(10.1)
con x la distancia de la sección de aplicación de la carga al extre-
mo 1 (izquierdo) de la barra.
A veces, y con objeto de aprovechar los resultados fi-
nales de Cross, que son los momentos finales -suma de los esta-
dos inicial y modal del cálculo-, se suele considerar que los _
estados básicos de cálculo son momentos de empotramiento rígido
-unitarios o 100-, aplicados sucesivamente sobre cada uno de -.
los extremos de las barras del dintel. Entonces, de acuerdo con
lo indicado en la figura 10.4, deben de descomponerse los valo-
res de la línea de influencia R(x) como suma. de los dos estados
-R. (x) y Rh . (x)- isostático e hiperestático. Corno antes del1S0S 1p
estado isostático conduce a valores del resultado -R. (x)-
lSOS
- 284 -
Fiqura 10 .. 4" Método de los momentos 100, exteriores a las barras~
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distintos de ceroúnicaroente cuando la carga ac-túa en el vano en el
que se encuentra situada la secci.ón de R (xl.
El resultado hiperestático se deduc8;por consiguientepcomo
combinación de los estados básicos representados en la figura 10.4c.
Se comprueba que si bien el nÚmero de estados básicos se ha incremen
tado respecto al procedimiento anterior -de cuatro a siete-?en real!
dad el esfuerzo de cálculo es idéntico, ya que los resul·tados de los
Cross,en este caso, se deducen inmediatamente de los cálculos de la
figura lO.3c -correspondientes a momentos unitarios en los nudos- 7 se
'" .,..,.-.
gún se indica de un modo esquemático en la figura 10.5
El siguiente ejemplo 10.1 ilustra las ideas anteriore~asi
como el procedi¡niento práctico de cálculo.
Ej emplo 10.1. Determi.nar las líneas de J:nfl uencj.a de los
siguientes resultados:
1) Nomento flector en A.
2) Esfuerzo cortante en B.
3) Momento flector en C.
4) Flecha (movimiento vertical) en D.
de la estructura de la figura 10.6a, cuando una carga vertical. uni-
dad gravitatoria recorre el dintel. Todas las vigas son de 0,40 x O,4m
6 -2Y el módulo de elasticidad es E = 2 x 10 tm .. Las ordenadas de las
líneas de influencia se darán cada metro.
Los estados básico de cálculo son cuatro y se representan
, ,
en la figura la. 6b. Los estados E-l y F-4, \,0 precisan ser 02.1.cu12I105;
puesto que el momento exterior al nudo es absorbido íntegramente por
el empotramiento. Por otra parte, dada la sirt~etr.ía de la es"tructura f
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la mediante el Cross que se desarrolla en la tabla 10.1(*).
TABLA 10.1. cálculo de Cross del estado E-2.
,-
[MOMENTO EXT. 100
Los momentos en los nudos 1, 4, 5 Y 6 son:
y
NOTld;') : Probablemente es más eficiente la descomposici6n del mamen
to en una solicitación simétrica y otra antimétrica, con -
lo que los dos cálculos de Cross resultantes se reducen a
un nudo, y por lo tanto, se precisa un solo reparto de mo-
mentos.
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A partir de los resultados de este cálculo de Cross, se de
ducen los valores de los momentos en los extremos de las barras en -
cada uno de los estados de carga, representados por un momento de e~
po·tramiento rígido 100 en un extremo de barra. La figura 10. 6c reco-
ge estos resultados r que son necesarioE? para la deterroinacián de las _.
disti.ntas líneo.s de influenci.a~~ en la estructura.
1) LÚ1ea de influencia del momento flector en A.
Con el criterio de signos usual para los momentos (accio-
nes) y nomentos flectores (esfuerzos), se puede escribir:
Los valores de los coeficientes Si para los seis casos de
carg-a (i=1,2, •. ,6) se resumen en la tabla 10.2J así como los momentos
de empotranüento rígido t.!~ y H~ producidos por una carga unidad ex-
presados por la fórmula (10.1)) puesto que las vigas son de sección -
constante.
El momento flector en la sección A, PA,se deduce por supe~
posi_ci.ón para el vano i, m.ediante la fórmula:
(10,2)
con H~ Y Mg los citados momentos de empotramiento rígido producidos
por la carga unidad aplicad a en el vano 1. Los valores de Si (i=l, 6)
corresponden a los resultados del estado E-i de la figura 10.Ec del




Se observa que no exis~en resultado&~isostaticDsf corres-
pondientes a los momentos, es decir, PA .J.sost.
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-'TABLA 10.2. Linea de influencia de PA•
APLIC'.A~ION DE 1 ¡valENIQS ~E' ~1'PAMIFNro¡"COEFICIENTES DEL" . = '--~-~~~~-j
LA CARGA i ' _PIGlDO j W\NO i "A ~i-1Ml +B2i~12 1
1-- . .. . ~¡~~~-~--._.r--- ---r--'-.--.,.,-~~~-l
¡VAi'10 ISECCION I M~ ¡ M~ 1 S2i-l ¡ 62i 1
.mi:::l :,5625 i -:,1875 I : ·r:::~r :'-'0-2-2~5~-'~
i = 1 X = 2 ¡ 0,5 ! -0,5 1 0 1 -0,12 ¡ 0,0600 !
X = 31 0,1875! -0,5625! O 1 -0,12 í 0,0665 ¡
X = 41 O " O' O i., -O ,12! O I1 ~ ¡
l¡-~'¡"'-X--=~~~I'-~~--5625 ll-~ ~ 1875 i -~,~-~~f-¡--~-,:-~-r--"~ 1835 '
X=',' ,., 1-' ;.;,J -,.'ji = 2 ¡ X = 2 0,5 I -0,5 ! -0,12¡ 0,62 -0,3700
¡ ¡ X = 3 ¡ 0,1875 I -O ,5625 ~ -O ,12! O,62 -O ,3715
'l.í !j' Xx ~ 4
0
¡ O ! O ! -0,12 1 0,62 I O .~._.~.~_.
= ¡ '-0,38 O O
J j X = 1 ! --0,38 O -0,2140;
l. 3' 2 ¡ i;1 = ¡ X = ! -0,38 O -0,1905 I
l~,... _.. ,1 :: ~ I ~'187~1~~':625.¡=~:~: ¡ ~ ¡ __o -.~'~:~~,~~_j
La lí'nea de influencia obtenida se representa en la figura
10.7 a.
2) Linea de influenci2 del cortante qB"





. " .con qB. . el valor del cortante lsostatlco r que aparece si existen
cargaslSOS~. directamente aplicadas en el vano 34,y L34 es la'luz de
dicho vano.
El cortan'te qB se deduce co~o superposici6n de los seis esta-
dos básicos de la figura 10.6c. mediante la f6rmula:
!"
(10.3)
siendo Si el coeficiente correspondiente al cortante qB que se prod~
ce por un momento de empotramiento unitario en una barra según el es
tado E-i, es decir:
1
100 (i = 1, 2, ... , 6)
,/
Si la carga esta situada en el vano 3-4, a una distancia x
del extremo 3, el valor del cortante isost;tico en la secci6n Bes:
qB
isost.
F otra situaci6n este cortante es nulo.
n
La tabla 10.3 permite expresar de un modo sumario el cálcu
10 de la línea de influencia de qB'
.¡
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TABLA 10.3. Línea de influencia de qB"
¡APLlCACI01'1 DE 'l--;~HEN'IOS DE EMPOTRZ'.MIEN'lO i COEFICIENTES "r(' l'qB=S 2 ._l~í~ -1-
'ji LA CARGA ,1 RIGIOO l' DEL ViI.1'1O i '. "B. i ~¡
, ,~, ~lSOSj O
i ! ~!:-'-~O--~,-~---~O,~.~~-r--'-----r-~-+---\ -I-S2iM2+qB<~o 1
1ViI.NO iSECCI01'1 M' 1 M ¡I S i S í IL~ Si~ ,1 2, 2i-1 2i ¡ 1
1,---- x = 01 o~-r- O '~~l O ¡-0,03 1 í,.~~o-
i x = 1! 0,5625! -0,1875 ¡ O 1-0,03 1, 0,0056
¡i=l x=2 ¡ 0,51 -0,5 ¡ O 1-0,03! 1 0,0150
1 . x - 3 1 0,1875 1
1
-0,5625¡í¡' O 1-0,03 ¡ l'l' 0,0169
I I 1 1,., Oiix = 4 ¡ O ¡ O O \ -0,03 • ,
l- ~ ~ 1 -~~-,-~.,..-,. - ..~ '~~-~4I~'~_.~l x~ ;'j ._~~~ lO! -0,03 1 0,157~ ¡ O .,1
¡ 1x = 1! 0,5625 j -0,1875 ! -0,03 ' 0,157~ 1 -0,0464 !
Íi = 2 Ix = 2 0,5 ! -0,5 1 -0,03 0,157~ I -0,0938 1
¡ I 1'1\' ' ¡! ¡i IX = 3 0,1875 j -0,5625 \ -0,03 O 15751 í -0,0942 i;~,;, t ¡' ~ ~ ~
ix = 4 0\ O ¡ -0,03 ¡ 0,1575; - ~ O 'í1-'~'- ¡x :~T O ~1-''--0--'. ---l -0,'1+175¡'-=()'3333¡~1,-~ool'-l'OOO~~~
¡,:.< 1x = 1 ¡ 0,5625 1 -0,1875 ¡-O ,1'P:5!-0, 3333¡ -0,750! -0,7552 '
( - 3 1x = 2 1 0,5 ¡ -0,5 ¡ -0,1'1;75\-O,3333! --0,50°1 -O,~f¡l.2 !
I Ix = 3 1 0, 1875 1 -0, 5625 1-0/1'175 1-0 ,33331 -0,250! ..o, ¡
1__. ix = 4 l~~o~~ __._0 Lo;:tl:l51"0,3333l-~OO~ J
I,a figura 10. 7b representa esta l{nea de influencia.
3) Lfnea de influencia del momento flector lle"




+ B? MO + II
- .. 1 .l 2 Cisost.
(i = 1,2,3) (10.4)
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. " OSlenGO r-.1 1 y
1 Y 2 de la
M~ los momentos
barra i, cuando
de empotramiento rígido en los extremos
actOa una carga unidad sobre ella.
~cisost.
Si es un coeficiente (i=1,2, .. ,6) deducido a partir de -
los resultados finales de los momentos del estado j de carga, indi-





corresponde al momento flector isost¿tico que se produce en
la sección central e del vano 2-3 cuando la carga actúa en
dicho vano 2-3 (en otro caso es nulo),y su valor es, suponiendo que





L 23 - x L 23
= si ..,;~c 2 x q -r
La fórmula 1044 permite construir la tabla 10.4 en la que
se calcula de un modo ordenado la línea de influencia del momehto
Elector ~A' en la sección central del vano 2-3.
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TABLA 10.4 Línea de influencia de )lC'
!APLICA¿rori DE 1~MEl'iros D~'~PAI1J:~lTO ¡ COEFICIENTES DEL l' )lc ~.~-¡_.~.~.-.--~I
I LA CA.'i.GA j RIGIDO 1 VANO 5. ! isost. ¡ )lc ¡





I-~l x = 01 O" .. ¡.o-~-~-4~~~ 0,131 O 1l ¡ x = 1 1 0,5625! -0,1875 1 O 0,13 j -0,0244 j
h = 11 x = 2 ! 0,5 1 -0,5 I O 0,13 ! 1 -0,0650 lI x = 3 ! 0,1875 11 -O ,5625 j O 0,13 1 ¡ ..0,0731j
¡ x = 4 1 O . O ! O 0, 13 1 ¡O 'i
! ~. . -; ~·~~"~~·;4~","- ;" " - ~..,.--~."'.-.-,-.,.-..!
1
1
. : : ~ i.¡i ~'56251 -~,1875 JI' ~~:~~ ~:~~ I ~,5 : ~,2225 ¡
d_ = 2 1¡1. x = 2 , 0,5 I -0,5 ¡ -0,37 0,37 1,0 0,6300
x = 3 ¡ 0,1875 i -0,5625 ¡ -(1,37 1 0,37 i 0,5 : 0,2225 ¡
¡x = 4 1 O I O ._,! -0~37 !~.o,37 ¡~~__L~ ._I¡'lx = ; r- O T O I -0,13 i O ¡ O I
! 3
1
.; x = 1 I 0,5625 I -0,1875 ! -0,13! O ¡ -0,0731 !l. '1 I 1 I ! i ;¡'l = X = 2 0,5, -0,5 1 --0,13 1 O ' - i -0,0650 1
1
1 x = 3 0,1875 1 -0,5625 I '-0,13 l' O I I -0,0244 IL x = 4 O O ,,__--L--_--=-~.::~3__o~ t~~__J ~_~J
La línea dé influenca de pC se muestra en la figura 10. 7c.
4) Línea de influencia de la flecha VD'
Es fá"cil deducir la expresi6n siguiente de la flecha que --








Figura 10~7. EjelnpJ_o 10.1. Lfneas de influencia~
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con el r.isl"o sic;nificac'o parR M~ y M~ que en (10.4). El coefj,ciente-
S. correspondiente al estado i de la figura 10.Sc,es:II /
Sl' = (0,375 M
1
(2i ) - ,~}75 M2(li ) )I';,2 =6EI . 6.1':I _ / O 23 ,(,>¡(i), 'i "12
VD corresponde a la flecha j,sostá'tica que se produce en la sec-
isost.
ci6n central D del vano 1-2 cuando actúa la carga directamen













L 312 - - -2 J
_.._.-(l-x) (2x-x -"'-)
12EI' 4 si
La fórmula 10.5 permite efectuRr una serie de ca:lculos or
denados de los c,istintos valores de lR línea de influencia} que se -,
resumen en la tabla 10.5.
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TABLA 10.5. Linea de influencia de vD(x 10 3 ).




























































¡'V-~AN-o~i -SlO-T-.C-~-;~r~"·~'--~7f-" ¡- -~~~~
l' !~~~---j~-~--~-.--- -¡.~-_.~------ -i
¡ jx=o ¡ O ! O '! I x = 1 i 0,5625' -O ,1875
[i = 1 1
1
x = 2 '1'¡! I x = 3 I 0,1875
I iX=4¡ O¡ fr~-~~
I X=O O O¡ I x = 1 I 0,5625 -0,1875
li = 2! x = 2 0,5 -O , 5 ¡
, JI ¡
x = 3 0,1875 -0,5625 I
jX=4 O O---~-' x-=~o~~~;;---~~:"~~~~~~r!




1 x - 3. ': 0,1875 ¡ -0,5625 I
1 .-_-_.L: =~L- ~-.--.L_~_~~_
10.2.3. Estructuras traslacionales. M~todo de las acciones 100
El cálculo de las líneas de influencia en estructuras tras
lacionales, "analogamente a las i.ntraslacionRles, puede efectna:.r.se corno
superposición de los dos estados inicial y modai. Al contrario que en el
caso de las estructuras de nudos no desplazables, todas las reacciones
desequilibradas en los nudos (procedentes de los esfuerzos de empotra-
miento rigido de todas las barras cargadas y las cargas directamente -
aplicadas en los nudos) son susceptihles de producir esfuerzos de fle-
xión~ En efecto; no s610 los momentos en los nudos, sino las fuerzas -
-vertical y horizontal- pueden producir movimientos en los nudos y por
lo tanto una flexi6n de la estructllra.
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A modo de ejemplo ilustrativo, la figura 10.8 muestra una
estructura traslacional gen~rica t en la que se intenta obtener la l{
nea de influencia de un resultado R(x) bajo una acción mÓvil, que pu.':'.
de corresponder a una carga aislada i.nclinada. En este caso las reac-
ciones de empotramiento r{gido -c',os fuerzas H y V, Y un mOl"ento ~1, en
cada extremo- producen cada una de ellas flexiones en la estructura ~,
por lo tant~ influyen en el resultado R(x) •
El procedimiento de
so intraslacional ,pero ahora
'"cálculo es por lo tanto analogo al ca
I /
el numero de estados basicos se j.ncre
eeta de un modo consic'erarle. En la estructura de la figura 10.8, se ..
piensa llevar a cabo seis cálculos traslacionales de Cross, que en el
caso de sirn.etrta poclr{an reducirse a la mitad. Conv.iene, sin ern.bargoj'
observar que en los estados hásicos corresp6naientes, a fuerzas unitarias
aplicadas en 'los nudos, su cálculo j.ntraslacional de Cross no es nece
sario realizarlo¡ ya que no producen flexj.ones.
Los valores de las reaccj.ones de el'1potramiento rlgido para
el caso de una viga de sección constante son:
a x x 2M
1
= P L (~) (1 •. ~)1 L L
= p (l-!){l+~(l-~X)}
1 L L L
= P ~{l- (1 - ~) (1 .• 2x) }
lL L L






















Fiaura lO~8o I'1étodos de las acciones unit.arias o 100v
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extremo 1 al 2) de la carga actuando a una distancia x del extremo iz-
qUierdo,l, de la viga.
En el caso de una viga de secci6n Variableyse consideran
los procedimientos explicados en el capítulo 7.
Se puede trabajar con acciones lOO, con objeto de consi-
derar únicamente valores enteros de los resultados, de ahí l~ denomina
ci6n de acciones 100 por la que a uecps se conoce este
..de obtenci6n de lineas de influpncia. El procedi~iento
de cálculo se expone en el s.iglLLente ejemplo.
Ej emplo 10> 2. En la estructura i_ndicada en






cuando una carga ver-ttcal descendente recorre el dintel superior, Se
dará"n los valores de la línea de influencia en pun-tos situados a cuar
j
tos de la luz de cada vano del dintel.
Las características de las barras son:
Barras 1-3; 3-4 Y 4-6:secci6n rectangular de 10 m de ancho




2-3 Y 4-5; eS'c¿(n constituidas" cada
,.
1,00 m de diámetro.
nnc;4Por cuatro ba
Con objeto de efectuar los cálculos de Cross traslaciona-
les de los estados previos I se C8tJncen los flJOmentos int.raslacioflales -
del estado básico EO¡correspondiente a la acción de un momento 100 (f!
gura 10. lOa); como suma ele dos estados: sirné"crico y ani:imétric(). El e~,­
tado paramétrico El de la es·truct.ura se superpone al anterior, de mo-
do que se produzca el equilibrio de esfuerzos cortantes, obteniéncose







6~~ jt- 1!~~-----------t-- l. <J ¡' ~,<>~
lA ~ i i,
\:1\f:,
Figura 10.9. Ejemplo 10·12· f
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Figura 10.10. Eiemplo 10.2.{'Aa~}.
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Figura 10.10. Ejemplo 10,2.
Figura 10.11. Linea de influencia de PA"
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An¿logamente se procede con el estado bá'sico correspondie~l,
te a una fuerza vertical, que ahora no produce momentos intraslaciona
les. El equilibrio de cortantes con la fuerza vertical ;onduce al re-
sultado:
Una vez deducidos los resultados de los dos estados b~si­
cos con acciones sobre nudos (figuras 10.10a y 10.100), puede ser con-
veniente -al menos desde un punto de vista de claridad en la exposi--
ci6n- obtener los momentos en los extremos de barras en los estaoos E.,
l
es decir, bajo la actuaci6n de un momento de empotramiento rígido 100
(figuré! 10.10c), así como en los estados F.. referentes a la acci6n fuer
- / l
za vertical 100. Los resultados de estos estados se deducen sencilla--
mente;. como ya se ha indicado en 10.2.2) a part:ir de los Ei y E2.
El momento flector pedido es:
es decir
con M~, M~, Q~ v Q~ las reacciones -momentos y fuerzas verticales- de
empotramiento r{gido producidos por una carga unidad situada en el -
vano i "ue sen función ce la abscisa de su punto de aplicación. El
coeficient~ ~i(i=O!l!2,•• !5) corresponde
10.10d,Y su valor es:
considerando BO = S6 = O.




Los momentos M34 y M43 son los resultados (divididos por
100) del estado Ei .
Aná'logamente)los coeficientes Si (i=1,2, .. ,6) son:
- 3 =i 1 =i (i=l,~i = -4 M34 + 4 M43 ... 4 )
Y So = ~6 = O
siendo =2i-1 M2iM =34 34
los momentos en los extremos 3 y 4 de la barra 3-4 (divididos por 100)
en el estado Ei ,
Los I'\omentos i.sostáticos ~A aparecen cuando la carga
t 1 t ; 1 3 4' t isost, bt"pun ua ac ua en e vano -, en es e caso, se o lene:
~A = 0,75 x x !b 6.00 m.i.sost.
~A = 6 - 0,25 x x ~~ 6.00 m.
isost.
siendo x la distancia del punto de aplicación de la carga al nudo 4.





TABLA 10.6. Línea de influencia de ~A'
_~~, """~_... "_._.._._'_'~_~"""""""""""""'~"-"''''''''_._'''''''_'~''~_.-'-"'-~.-""-'_•. ,..'"--.-..,...~--...i._....,..,.._.-._~__. __" .-'_-=-~""""_
, 1~
APLICZ\CION DE L,\ RE1ICCIONES DE U',POI'R\t1ENI'O ¡ COEFICIENTES DEL 1"" )lA
_- _~l\P~_.;_' '_.:=':~~DO,___ . .L~~~.:~O i_.-.-__~ __..•__J g¡ ,
W.iNO SECCION !~O ' ~,O QO', QO ¡ ji I Q I~i = 1¡ ,{' ; i
'1. '2 , l' '2 1 2i-li ~2i I S~i_l1 S2i ;o. ¡ i,_._-~ ::~-:~'·r~·_·- 1-:'172 ~:~::n:::~¡: ·~I :::II:-l:::J:+~,nl
i = 1 x = 5,0 lo ¡-1,875 1 0,312i O,688i O ¡0,348 O .¡0,765 ¡ -0,12:
x ~ 7,5 ¡ O 1-1,641 0,086[ 0,9141 O 10,3481 O, O,765! .- ¡ ,)),131
, x ~10 ¡ ° i ° . o,OOO! 1,0001 O ! 0,3481 O 1 0,765f ¡ 0,77;
~~""""";'~--,~"'''''''''--.-i-''''''-''''''''-="''''''---''-':'--'''""",,-~'~''''''~''''''--'-~~''-~''''''¡-'-. ......,-.,--,.\--.. l--~._..- .•-.---~r-·-.-~i----+-·
x = O lO! O 1 1,000\ 0,000i-0,402Io,4281 0,7651-0,7651 O 0,77\
1, x = 6 ¡3,375 I 1;125 0, 693 1 0,3071-0,40~\0,1j28¡ 0,7651-0,7651 4,5; 7,19,
¡i = 2: x =12 \3,000 I 3,000 0,50010,50°1-0,4021°,4281 0,765¡-0,765¡ 3,01 0,51:
I "x =18 \1,125 1 3,375 ¡ 0,307[ 0,693 I"0,402!0,428! 0,7651 ..0,7651 1,51 -0, 92 1l' ¡ t f. I ' i ¡ I ; ¡ -0,77:I~~~ ~24;0 ¡O __ ¡.~~~~i 1,00°1-0,4021°,4281 0'7651-0~?651 O ',-1
~ x ~ O lo lO! 1,0001, O,OOO! 0, 1781° ¡-0, 765 1° ¡ -- r.-O,77i¡ x = 6 ¡J,,641 I O 0,914, O,086l 0,17810 ;-0,765¡ O , ¡ -0,411
~ ¡ t 1, L , ~ I !!j - 3 i x ~12 \1,875 I O í 0,688 ¡ 0,3121 o,178io !-0,765 O ! -0,20j
r ¡x =18 jl,l72 ¡ O ! 0,367 í 0,633¡ 0,17810 1-0,7651 O - 1 -0,07:L~L~=24 ~_J~_~~J._,o~,1:,OOOI",OOO¡0,178:0 t O,765! O I O I
Las -reacc:i.ones de eMpotramiento r0id¿' son. para cada vano:
/ -
Vano 1-3 (i=l):
- 'Y{2 -.L(3 -.L)}
. "2 - JJ) 10
2
= 1 - Y (3 -- .L);~2 10
con y = lO-x.
Vano 3-4(:[=2):




= -~(1 -~)2 24 24
QO x 2 x= 1 - --2 (3-2 24)1 24
QO x 2 x
2 24"(3-2 24)
Vano 4-6 (i=3):




10(3 - 10) }
Los vanos extre~os se han supuesto empotrado-apoyados.
La linea de influencia resultante se representa en'la fi-
gura 10.11.
10.3. APLICACION DEL TEOREMA DE LA RECIPROCIDAD O DE MAXWELL
10.3.1. Consideraciones generales
El teorema de la reciprocidad constituye una consecuencia
de los principios energ6ticos y ha sido ,expuesto previamen'te en el con-
texto de las estructuras articuladas. La extensi6n a las estructuras en
tra~ados es inmedj.ata, corno se muestra a continuaci6n.
~e considera una estructura so~etida a un estado de car
gas (El)' definido por unas acciones esti'iticas (fuerzas y ~ornentosexte­
riores,así como esfuerzos internos), y cinem&ticas (movimientos irnpues--
tos y deforrn,aciones iniciales)y'·tocJ.as ellas se é'esicrnRn meCi,iante un supeE.
indice l. Aná'logamente se defi.ne otro estado general de cargas, E 2 , Y se
represen'tan sus acciones por el super{ndice 2.




energ {as potencj.ales totales (suma de la energía de deform<:cj.ón y la po-
tenci.al de la estructura). En particular v¡ corresponde a la energía pd·-
tenci.a1 tot.a1 que se produce en la estructura debido a las accümes
-~-.;'}
ticas del Estado E j cuando aparecen unes rnovimiel1tos y deformaciones cau-
sadas por las acciones del estado E .. Si solo se consideran fuerzas exte-
l
riores, la expresión del teorema de Maxwell se reduce a la siguiente:
es decir, el trabajo producido por las fuerzas pI del estado 1 por los
movimientos debidos a las fuerzas p2 del es·tado 2 es igual al trabajo
de las fuerzas p2 los movimientos originados por las fuerzas F1 ,
La apboaci6n del teorema es v,Úida para cualquier tipo de
estructuras, en particular para las reticuladas2tras1acionales o no, y -
permite la determinación soneil de las lfneas de influencia.
Por conveniencia de exposici6~se distinguen dos clases de
líneas de influencia: (a) Líneas de influencia de movim.ientos (y deforrn~
ciones) y (bi Líneas o.e influencia de fuerzas (y esfuerzos). Para cada -
una de ellas se comenta su cálculo, que en esencia es idén ti. ca,
lO. 3,2, Líne~s_-9Y influencia de rnovjmientos y deforiI1B.ciones
La línea de influenci.a de un movirni.ento (flecha o giro)) -
cuando una acci6n mÓvil -generalmente de valor unidad- correspondiente
a una fuerza, luornento o esfuerzo recorre una zona de la estructurapcoi~
cide con una deformada de la estructura. Esta dofonnada corresponde a -
la ley de movimientos efj.caces con la acción mt'Ívil -flecha,. ro o defor
maci6~ segan el caso- producida por una carga(iuerza o momento) eficaz
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.'
con el movimiento· cuya línea de influencia. se intenta determinar.
La deducción de esta identidad entre línea de influencia y
deformada se basa en la aplicaci6n del teorema de reciprocidad a la
estructura;considerando los dos estados de carga siguientes: El est~
do 1 corresponde a la fuerza unidad (P 1 = 1) eficaz con el movimie~
to v(x) cuya línea de influencia se desea obtener. El estado 2 es el
de la acción mtvil unidad (p2 = 1) aplicada en una secci6n genéricax .




que se produce en el estado l>Y v v(x) es el movimien
to cuya línea de influencia se desea( (producido en el estado 2)" se




que confirma el enunciado anterior.
Conviene tener presente el criterio de signos que se sigue,
puesto que v 1 es positivo,de acuerdo con la dirección de la carga mi
2 1 x
vil P ,y P = 1 debe de ser eficaz (trabajo positivo) con el movimién
x
to cuya línea de influencia se solicita. La figura 10.l2bilustra es-
tas ideas. La extensi6n a las líneas de influencia de deformaciones
es directa.
10.3.3. Líneas de influencia de esfuerzos y reacciones. Estructura
liberada
Este procedimiento de cálculo de líneas de influencia ha si
do comentado anteriormente en el estudio de estructuras articuladas.
En esencia consiste en liberar la estructura de la coacci6n que bien -
el esfuerzo, bien 1 a reacci6n, cuyas líneas de influencias se buscan,


















Fj_(]uJ:¡, 10.12 . f~jempJ.ds de
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introduce una r6tula en la sección correspondiente. En el caso de una
fuerza reacci6n, se 'suprime la coacción correspondiente. Por lo tant~?
el grado ele hipere,statismo de la es-tructura queda dj_sminuido en una ~~
En esta estructura se cons~deran dos estados de carga para
aplica elteorewa de reciprocidad. El primero, El' corres-
actuación de unabiacción u'influjo (pI = 1) uni~ad}eficaz
~
con la liberalización efectuada. Por ej emplo, si,," introdujo una rót!;1,
estructuraJy con el frontal del -
cada una de las dos --
dorsal de lala parte
la componentesigno coincidente con
una sección)se aplican sendos mowentos en
de la r6tula; un¿ de ell~saplicac1o'sobrecaras
la en
momento flector consic'erado positivo en la sección, y el otro actuando
sobre la parte frontal de la estructura y con el signo contrario al -
anterior, es elecir) coincidente con l.a componente dorsal del -
mamen to flector p05iti.vo en la sección. La figura 10.13 ilustra varias
1'05ibi.J icades. El segundo estado de cargas):8 2 , considera la -actuación
de la acción r.¡J;'il (P~ = 1) el! una s~cci.ón gel;é'rica definida por una -
distanciax,v la biacción J2 = J(x),que restaura la continuidad en la
i-
estructura liberada y que,por lo tanto, es igual en valor absoluto al
esfuerzo o reacci6n cuya línea de influencia se husca. La aplicación
del teorema de Maxwell conduce a la igualdad (figura 10.14):
O) = (P~ = 1)V~ + J2 . v 1 (10.9)
NO'rA(*) Este hecho carece aqui, en general, de importancia?en el co~
texto del cálculo mediante el m~todo de Cross, que constitu-
ye un procedimiento de equilibrio y no de hi.perestáticas. --
Sin embargo;.' puede ser nec(-=:saria su consideración si la estruc
tl1ra reticulada, cuya línea. de influencia se estudia, es iso~
t¿tica)ya que entonces la liberalizac_ión la conviert.e en un
mecanismo y el t20rema de Maxwcll no podría ser aplicado. En
su lugar se deberí'a proceder mediante el principio de los -
trabajos v:ir-tl1ales. Ver a este respec-to el apartado de líneas
de influencia de estructuras artxculadas~
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i l' ... ;¡;:- e ,:·.~r::...~, .,r,,, "~o' 0"'-'~ .,.'
.' It-(e. t-¿·.{-,_{-:J:.. ,·lt~...
Figura 10.14 . Aplicación del teorema de recj.procj.dad. Estructura libe
rada" Viga de tres vanos.
o , ,
- .) '"'- .....
es decir
J (x) (10.10)
Se deduce, por lo tanto, de la expresión (10.10). que la l!
nea de influencia de un esfuerzo o reacci6n es proporcional a la de-
forwada,según la dirección eficaz de la acción mÓvi~produéida por -
una biacción unidad correspondiente al esfuerzo o reacci6n- conside-
nac.os y actuando sobre la est.ructura liberada. El factor de proporci5?
nalidad es igual al movimiento producido en la liberalización por la
b "~ "d d -"" f" ""tiacclon unl a , es ~~eClr, e_lcaz con es _a~
Ejemplo 10.3. Dete:C111inar en una viga continua de tres vanos
iguales) de longitud L y sección de caracicerísticas resis leen t.es cons-
-' ,.,-tantes El, las siguientes llneas de influencia,cuando actua una carga
puntual descendent:e de valor unidad:
a) Reacción en un apoyo intermedio.
b) Momento flector en la sección centro de luz del vano -
central.
Idénticas cuestiones cuando la carga mó;'il es un momento -
."'
unidad posi ti.vo (sentidp an"Uhorario). Los result.ados se elará"n a ele":-
cimos de luz de cada vano.
(a) Considerando la figura ~0.14}se observa que es preciso
obtener la elástica de una VigéJ con-tinua de dos vanos} de luces 2L y L ¡
sometida a una carga puntual un.idad en la sección ,.:;entro.l del vano de
luz 2L.
El cálculo de Cross se 8squewatiza en la tabla 10.7.
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~ABLA 10.7 cálculo de Cross.
La deformada de la estructura se deduce de acuerdo con las
siguientes expresiones (signo positivo:flechas hacia ahajo):
Vano 1-3: v 1 =
x (O~X~L)
con
1 l{n (31,2 x 2 )v" = -
xO
1 x (41,2 2v- ..










1 x (4 T 2 2V" = x )
xO 48¡;:1 D
i...lano 3-4'v1 v 1 + ,1
-. x xO "'xl
(1, f.x!:: 21,)




.__.:<_ (21 2._ .~I,.Y. + X 2 )24FT" ., .
Pe coroprueba aue el valor c.e la flecha en
x = L en la expresión de vI deJo vano 1-3.
x
1 L3 L3 5L 3
v = 6FI T6FI = 48FI
se ceduce sus
Por lo tant~la linea de influencia de la reacción es:
,T (x)
Los valores rlllJTlér feos que resultan se resnrnen en la tahJ..a
10.8 Y se representan en la fiaura ln.~5a. Pl siano positivo de la
reacci6n corresponae R fuerza vertical hacia arriba (el apoyo tien-
de a hundirse en ej. terreno).
TAPIJA 10; 8. Línea de influe.ncia de la reacci ón (lT :::::P) ~
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El valor del giro en la sección central del vano 2-3 es:
y los valores simétricos en las secciones restantes.

















L L(2El + 3El)2
J2 = J(x) =
1-2: vI x 2 2 O ~x ~LVano = 6f!IL (L -x )x
v~ 2 L LVano 2-3: x O '<::x¿=
-2:EI - 3El x "2
- -
La tabla 10.9 muestra los valores de esta línea de influen
cia,que se representa en la figura 10.15b.
La elástica de esta estructura es (signo positivo de fle-
chas hacia abajo):
De un modo semejante se procede con la linea de influen-
cia del momento flector en la sección central del vano 2-3. Dada la
simetrfa de la figura>sblo es preciso calcular una estructura isós
tatica constituida por un vano simplemente apoyado (1-2), de luz L)Y
un voladizo de luz ~, sOI'1etido a un mOI'1ento unidad positivo.
















Figura 1.0.16 0 ApJ.ic2ci6n del teorema de reciprocidad a una viga
continda de tres vanos. l1éLodo dllal.
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Las líneas de influencia de estos resultados. cuando la car,
ga m6vil es un momento unidad) son las derivadas respecto a la absci-
sa x de las líneas de influencia anteriores.
Se observa que este procedirniento presenta complicaciones
ele cálculo en numerosas ocasiones, puesto que es preciso tratar ba-
rras con secciones liberadas a un esfuerzo (con i6tulas o bielas -
que transmiten axiles y momentos pero no flectores, etc.). Es posi-
ble simplj.ficar el tratamj.ento de estos casos mediante la introduc-'
ci6n de un nudo adiciona~coincidentecon la secci6n liberada,con -
10 que las barras son normales, es decir) sin cjscontinuiC'ac'es pero,
ello implica un mayor esfuerzo de cálculo (in;remento del número de
nudos y a veces del grado de traslacionalidad). Existe un método al
ternativo de determinaci6n de líneas de influencias de esfuerzos y
reacciones¡denominado dual;que evita estos inconvenientes.
10.3.4. Líneas de influencia de esfuerzos y reacciones. Método dual
El concepto de dualidad hace referencia al hecho de que
corresponde este método a la contrapartida del considerado con re-
laci6n a la línea de influencia de un movimiento. En efecto; ent0!2-
ces la estructura original no se modificaba mediante ningún tipo de
liberalizaci6n,y se introducía)para el cálculo de la línea de in-
fluencia del movimiento (o deformación); la fuerza (o esfuerzo) efi-
caz, con lo que la deformada resultante)eficaz con la carga I'16Vil)-
era idéntica a la línea de influencia solicitada. Ahora, el esquema
dual corresponde a introducir en la estructura original una deforma
ci6n (o movimiento) eficaz con el esfuerzo (o reacci6n) resultado -
de la línea de influencia. La eláStica que se produce en esta situa
ción en la estructura,medida en dirección eficaz a Id. carga mó\ri1..> es
directamente la línea de influencia. Para demostrar esta propiedad,
y puesto que las acciones que se aplican a la estructura sin libera-
lizar son cinemáticas (deforrraciones o movimien-tos impuestos), se de
, ~
be 2plicar el teorema de MaxvlelJ. o reciprocidad en su planteaMiento




estado j E21 corresponde a la -
= 1 1 en una posición gené"rica
Con esJce objeto se considera la estructura sorlletida a las
dos est.ados de carga si0u_ie~ntes: El primero} El) una deforrn.ación (o
movimient.o) impuesto, v i ·,_eficaz con el resultado _. esfuerzo ó :ceacción""=
de la linea de influencia. El segundo
. ~ d 1 " . 1 . d d 2actuaclon e. a carga rnOVl unl a _, P
, x
definida por la distancia x~ Bn este estado, el resultado de la lí-
nea de influencia (esfuerzo o reacción) se designa genéi.-icamen-te por








1 l·,¡1 J2 (v1 ~ 1)v1- = 1) (P~ =2 2 2 x x
es decir J2 = v 1 (10.11)x
que confirma el procedimiento dual enunciado para el cálculo de lí-
neas de influencias de esfuerzos y reacciones. Conviene insistir que
- . 'J2 1 .. . ." j 1 d 11.0S S).gn08 ae l y V son l~)OSJ_·Cl\lOS SI. COJ_nClc.en con os e. as eo-
-- x l.
rrespondien-te.s con-tr~partic1as ,(vi = l;y (p2 :::: 1) rei:ipectivamenb2 ....
. i .. ,; X
Por otra parte, el valor uIlidad de v~ hace referencia a una medida
infini·teslrnal 1 ya que la teorf'a dl~ c~iJ.cul0 que se ut::-:Lliza es lineal
y 12" g{~ometr{~ de la 8[;tructurn qi}.2 se considera eo:ccesponde a la ~
inicial i~_e esta. e.SL1:'EctJJ,r? e~~ c1ecir ¡ sin defo::mación"
E t a1l·I~~el11·o c~p c~_·ll._C'llo de lineas de infllJencia,,n es e proc-.:..c. ILL _ ..~ ~ _ -
es conveniente conocer la scluci6n inicia,l, asi como la deformada
de eada viga de la e~~ructura, puesto que J.a linea de influencia'-
coincide con la deformada finales de esta J suma inicial o impuesta
y la modal.
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1 1 l '~ i::l • [1 - oEn e~_ caso ce lnea.s ce J.n· ...l-Uencl?-s Ge reaccione.;; f se debe
,-
introducir un movimiento eficaz en la coacci6n de apoyo correspon-
diente, es decir, un asiento. Este tipo de carga fue analizado con
detalle en capItulos anteriores. Sin embargo, si se trata de una -
linea de influencia de un esfuerzo en una secci6n determinada, la
deformación impuesta que se aplica en dicha secci6n ft denominada taro
./
bi§n distorsi6n;conduce a una deformada inicial y a unos esfuerzos
iniciales para el cálculo de Cross, que merecen ser comentados. Se
har~referencia en lo que sigue a la figura 10.17.
1La distorsi6n angular (v = 1) en una
conduce a los giros en los extremos de la barra




aR (1 - -)1 1,
y si la barra es de secci6n constante)las expresiones anteriores se






Sj. la barra está' articulada. en el extremo 2, se deducj.r{a y
para el caso general








:ca 10"J.7. Determinación de .la soll!ción inicial en barras con dis-torsión~
·. t I l ·1La. distorsi6n unic(J.o ce co·ctatl.=.e \\1 ::::..L) en una viga biem
potrada implica para que consel~ven su tangente inicial, ~rl giro de
los extrer0s¡ ~e valor:
con lo que los momcn·tos de ernpotramiento rígido son:
N° = l{R + R2Y21)1 L 1.
~,O 1 + R2 )'2 = r;{R1 Y1 2
que en el caso de sección const2,nte se transforman en la siguientes:
El
= 6 L2
En el caso de articulación en el eytremo 2, las expresio-
nes de los momentos de erri.potramiento perfe~t;o son:
(sección variable) .
"ea
. '1 (sección constante) .
,-
Si la distorsión es de axi~esta es simplemente una dilata




unidad (alargamiento) de la barra,
del esfuerzo axil corresponde a la
suponiendo que
tr2.cción. Este CaSO, conjun-
capítu-
plo 10.3.
Ejemplo 10.4. Resolver. f0ec1iant.2 el esque:r1a c.ual f el eje~
La prirneréh línea de iafluencia es idéntica a la elástica
de la estructura producida por un asiento vertical unidad. {Figura
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10.16a). Los momentos de empotramiento rfgido se calculan mediante
las fÓrmulas del cap{tulo 8, referentes a moviP1ientos i.mpuestos en
estructuras. El cálculo de Cross se resume en la tabla 10.8. En la
determinación de la deformada de la estructura, eficaz con la acci6n
,
móviljo leyes de flechas verticales v l , es preciso tener en cuen-
x
ta la deformada inicial, o mejorJla isóstatica, correspondiente a
x xlas rectas r; y 1- r; en los vanos 1-2 y 2-3, respectivamente.
TABLA 10.10. cálculo de Cross
3 I





¡1.BARRl 2-.1!_ 2-3 í¡: ~__+ ~.~3EI 4EI ¡~ 1. L"I ~" .....,,.¡
1 k 10,429 0,571 r 0,571 l· 0,429
.
1'M,".Ol JI 'l'"' 286 j -6 '".-6 lo I
. ' I 1,714 1 3,429 ! 2,571 i
M
2 1 r 1,7141 0,857 L 1
M3 1-0,735 1 -0,979 LO,490 1-0,367 lI M4 1 1 -0,245 l-o,490! --~l
r:n~l ::::"1 ::::: lO~'O~.·~~l
tff~' F:~i,oi~-2 '-300'}' O4;°8'4° -1
Ley de flechas (positivas hacia abajo) son:
1-2: 1 3,596 H~) + xVano v - -~6- r;x L
2-3: vI 3,596 ( x) 2,384 (x) 1 xVano ~




O ;'_f x ,7 1.~~




2 r 3B4 (' x\
•., _.... ,1, J. "-r',1
-- 6 't' ~ (1 x
siendo
1jJ(~)
L y sus valores., a c1¿ciP1oS/ de luz,.., son,
Se observa que los valores obtenj.dos de las expresiones an
teriores coinciden con los de la tabla 10.8~
De un modo seme.jant:e se det~errnina la l{nea de influencia -
del momento flector en la sección central del vano 2-3. En este caso
la estructura está' sometida a una ca.rga simétrica y puede simplifi--
carse el cálculo del modo que se muestra en la tabla 10.11.
TABLA 10. U .• cálculo de Cross. (Simétrico).
I~~~r~"~~~'~"-;--'~'·-0 "~']
¡-- .' ... "'1 ~.~.- . ..... . (----. ..~.~..- f




, 3El 1 2E~.. ¡
¡ , '~L- I L¡
l._._.,.-..,.-,..,~ •..,.......... ,~,_,~ .........._~_~~""~.__o '''''''''''''_•• _._,...1.
~k L O, 6 I_~ 4-... ----.JI
! M
O 1 O 1! .. ¡ 1
~_.~-, . . §.-... . ._._---.__•._,'f: ~+-~::: -_.. _.~t--~.-:::.1 ==J Elx L
Las leyes de flechas verticales (positivas hacia abajo) -
son:
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Vano 1-2: vI -LljJ (~-)L O "~ x::;; Lx 10 L
1 x x O " ~Vano 2-3: v = {- Iü1j; (r;) -1- 2L}L .~ x Lx
y los valores en las restantes secciones se obtienen por simetr{a.
Los resultados numéricos deducidos con las f6rmulas ante-
riores coinciden con los presentados en la tabla 10.9.
10.4. ANALISIS COMPARATIVO ENTRE LOS DISTINTOS METODOS DE DETERMINA-
ClaN DE LINEAS DE INFLUENCIA
De la exposici6n anterior se comprende la ventaja de util~
zar el teorem" de 1-Iaxwell en la determinaci6n de las líneas de in---
fluencia de una estructura}en comparaci6n con el de las acciones uni
tarias (o esfuerzos 100). Particularmente esta ventaja se manifies-
ta en las estructuras de nudos desplazables y en los casos de pocas
líneas de influencia. Conviene tener presente que las situaciones -
de estructuras de nudos fijos y desplazables se tratan de un modo -
idéntico mediante el teorema de reciprocidad; li'rücamente varf:"1 la -
determinación de la curva deformada,que debe llevarse a-cabo de --
acuerdo con la traslacionalidad de la estructura. Por el contrario,
en el método de las acciones unitarias la complicaci6n del c~lculo
aumenta al ser la estructura traslacional.
Por consiguiente f 8610 es aconsej able la ut:j.lización del
método de Jas acciones unítarias en los casos de est.ruc-turas intras
lacionales, de pocos nudos,y para las cuales se precisa conocer un
número elevado de líneas de influencia, puesto que a partir del cal
culo de los es'tados básicos v las d.=~ferentes líneas de influencia se
obtienen con un esfuerzo adicional de cálculo rnuy pequeño. Sj.n .em--
bargo en el método que se apoya c~n el teoreXi1a ele Maxwell cac.ra línea
de inf luencia exige un cálculo específ j_co.
Si se utilizan programar; generales· de cá.lculo de estructu-
- 3:2!;
c3 e 1 t.20:cema de
la reciprocidad; haciendo uso de] COJ1Cepto de influjo o distorsi6n -
unid~~, Sega1) se desee conocer la l.inea de influencia de un movimien
to (n (le.fOTJY'(lCj·.Ó~1)) rj la línea Ch::2 jJ1fluencia. de una ]~eacci6n (a esfuer
20) i re::::specttva,rncntE;" 1':;;3 iv:port"é';.nLe COilsidcrar 1 en e.l caso de dist-.:.or
si6n l , que ¡{S "i.::'(""l, Se? aplica ~30b}..-e la e-: s l'::.ru C-t::'l.U: a original, sin necGsidad
de n10c:if 5_carla mediante la j_ntr()(l.uc:ci.ón e,e una liheLa,lización o}yteni.en
dOS8,de esta forra, todas las lf11eas de influencia corno distintas hi
p6tef3is de, caL~;2 .sobre la. mísro.a es':cructura inicial.
Por filtimo, conviene observar que todos los movimientos -
(giroE y desplazarnientos) obterd.clos en el calculo anterior represe!2.
tan distintas lineas de influencia correspondientes al mismo resul
tado¡ pero bajo acciones mó'~\riles unit.a:cias diferentes (momento o fue:s
za n-;,6vil); incluso los resul tac10s ¿el cálculo ¡ leyes de rnOf'1entos .-
flectores dividj_c1..os por f'iI €n cada sección t constituyen las líneas de
influencia "de la acción m6v:Ll unit.:ar:La co'rrespondiente a un mornento'





10.1. Resolver el ejemplo 10.1 mediante la utilización del teorema -
de reciprocidad, segun cada uno de los dos procedimientos: li-
beralización de la estructura (cuando sea posible) y esquema -
dual.
10.2. En la viga contfnua de la figura 10.18 La sección es constante
de 0,30 x 0,50 (ancho x canto)~
•
Hallar los naximos momentos
tro del 2~ vano, D, bajo la
ción de una sobrecarga de 3
flectores en A, B Y e, y en el cen
acción del peso propio y la actua-·
T/m en las zonas 1'1á s desfavorables.
Peso propio del hormigón: 2,5 T/ro3 •
10.3. Deterrrinar la línea de influencia del momento flector en la -
sección A-A de la viga continua de la figura 10.19 cuando re-
corre una carga vertical el dintel.
Se darán los valores de la lfnea de influencia en las seccio-
nes x ~ O; 1. O; 3.5; 5. O; 7. O; 9. O Y 10 IQ.
Se recomienda utilizar el teorema de reciprocidad.
10.4. Hallar las lineas de influencia del momento flector y del es-
fuerzo cortante en A ~n la estructura de la figura 10.20
cuando la carga unidad descendente recorre el dintel FE.
Se utilizará el mé-todo de los 'Imomentos lIJO II ..
10.5. Resolver el ejercicio 10.4 mediante el teorema de recipr06idad.
10.6. Valores máximos y mínimos de los siguientes esfuerzos en J_a sec
ción A de la estructura de la figura 10.21:
Fi 10.18. Ejercicio 10.2.
"l!~
"".,".'
Figura 10.19. Ejercicio 10.3.
Figura 10.20. Ejercicio 10.4.
I .(.'1, u




Momento flector, esfuerzo cortante y aXil, cuando recorre una
carga puntual de 20 Ton. el dintel.
~ 2 10 6 T / 2'c = x on Ir. .; ¡¡ = 0,4 x 0,3 2In •
10.7. En la estructura indicada y por el método de "RECIPPOCIDAD",
hallar la línea de influencia del momento Elector en la sec
ción A, de la figura 10.22 cuando una carga vertical descen
te recorre el dintel superior. Se dar~n los valores de la -
línea de influencia en puntos situados a cuartos de luz de
cada vano del dintel.
Características de la barra:
1-2, 3-4 Y 4-6: Sección rectangular de 10 m. de ancho y 1 m.
de canto.
2-3 Y 4-5 4 barras cilíndricas de 1 m. de diámetro.
10.8. Hallar los momentos máximos en A cuando una carga vertical de
100 T recorre el. dintel superior de la estructura de la figu-
ra 10.23.
10.9. Determinar la linea de influencia del esfuerzo axil en la ba-
rra 2-3 de la estructura representada en la figura 10.24. $8
d~r6n los reSl11tados a cuartos de luz de cada vano del dintel
y se supone l~ carga movíl vertical descendente~
Características de las barras:
1-3, 3-4 Y 4-6: Sección rectángular de 10 m. de ancho y 1 m.
de canto~
2-3 Y 4..,5 4 barras canicas circulares de 1 ffio de diáme
tro en el contacto con el dintel y 0.5 m. en
In articulélción.












,/--t t";:'·..." ../... -- ..-
Figura 10.24. Ejercicio 10.9.
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10.10. Determinar la linea de influencia del esfuerzo cortante en la
sección A"A de la viga continua de la figura 10.25. Se darán
los resultados de las ordenadas de esta linea de influencia -
en las secciones 1-1, 2-2, 3-3 Y A-A.
Los vanos laterales son sendas vigas de sección constante y
rigidez (supuesta empotrada·-arti.culada) igual a 3 x 10 3 rr,t.
El vano central está compuesto de una viga recta de secci6n
variable y de longitud 4.00 m, de rigideces P1 y P2 Y coefi-
cientes de tra.nsmisión Y12 y Y21; a continuación, un elexnen-
to recto de longitud 10.00 1.'1 Y rigidez i.nfinita a flexión. El
tercer elemento es una viga simétrica a la primera respecto ~
de la secci6n central A-A.
DATOS: P1 3= 20,12 ~ 10 mt~ . . e . 3P2 = 6;60 x 10 rot.
10.11. Obtener la linea de influencia del esfuerzo axil de la barra -
3--6 de la estructura de la figura 10~26. cuando UIla carga v8E
tical descendente recorre el dintel 2-3-4. La linea de influen
cia se defini.rfi por sus valores obtenidos de metro en me'tro.
Las barras 1-2, 2-3, 3-4 Y 4-5 son inextensibJ.es y su secci6n
es rectángular de ancho 0,40 ro y canto 0,80 m en las barras -
2-3.y 3-4, Y un canto de 0,40 ro en las 1-2 v 4-5.
Las barras 2-6, 3-6 Y 4-6 son tiralltes extensibles de 15 2cm ~
de area de la sección transversal y un ~6dulo de elasticidad
10 veces mayor que en las bnrras an'teriores.
10.12. Determinar la ltnea de influencia del momento flector en la






Fi.gura 10.27~ Rjercicio 10.12.
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do una carga vertical descendente de 1 tonelada recorre el din
tel. Se darán los resultados en m.t en todas las secciones de
1 a 9, indicando el sentido, positivo si aparecen tracciones -
en la cara inferior del dintel.
a - 4 m.
Se recomienda utilizar el ·teorema de reciprocidad.
10.13. Características de las barras de la estructura de la figura
10.28.
AF ED Area 3,0 2 Inercia r'J/ O m4y - m • ro;.>
15,0· 2 Inercia 3,9 LlAB Y CD Area m . .- ID - &
BF CE Area 15,0 2 Inercia 3,0 4Y = rr:. . _. m •
La barra Be es simétrica y a efectos de este cálculo se puede
considerar formada por traJeas de inercia constante, como se -
indica en la figura 10.5800n 1 1 = 8,0 m
4
,; 1 2 = 2,0 mi]
-2M6dulo de elasticidad de todas las harras E = 200.000 Kg/cm .
Todas las barras se consideran inextensibles a excepci6n de -
las barras AF y ED.
Se pide:
Det~rminar en la sección cerltral H de la barra Be los Jnáximos
y mínimos momentos flectoreSm La carga movíl es puntual verti-
cal de 100 t.
lOM14. Dos cargas verticaJ.es, iguales, de valor·P pueden actuar. 6 no
sobre la estructura, de la figura 10;29, pero nunca m~s de una
en el mismo vano del dintel~
", ." F,
- ':'.) (~ .-
Se pide:
lQ, Justificar y hallar la posición de la carga P ó de las dos
cargas P (una en cada vano) gue producen la máxima tracción
y la máxj.Ip:a compre~;i6n en el tirante (a). Determinar estos
valores máximos.
2 R • Justificar si existe algGn estado de cargas, no sim€trico
respecto al soporte central, en que no trabaje el tirante
(a) y,si es asf,hallarlo.
Se supone el tirante (a) indeformable.
10.15. Determinar la linea de influencia del momento flector en la -
sección A de la estructura reticulaaa indicada en la figura -
10.30. Carga vertical aescendente.
El dintel 1-2-3-4 es de sección constante de i~ercia 1. Los
soportes 2-5 Y 3-5 son de inercia variable linealmente desde
1 en los nudos 2 y 3, a la inercia l' = k.I, en los nudos 5
y 6.
Le módulo de elasticidad Eb es igual en todas las barras. Exis
te un tirante (3-5), de &rea ~ y módulo de elasticidad Ea'
La sustentación de la estructura en los nudos 5 y 6 es elásti
ca, suponiéndose que un momento





1 = 12 m A = 0.75.









Figura 10.29. Ejercicio 10.14.




6-22,1 x 10 kg/cm .
'-35.x 10 radianes.
10.16. La estructura ABeDE de la figura 10.31 es de hormigón armado
2
con Eh = 200.000 Kg/c18 . y todas sus barras tienen de sección
60 x 20 cm.
El res"to es una estructu]:a articulada de acero con Ea = 2.000. COO
Kg/cn? •
Se pide:
Linea de influencia del giro expresado en radianes en el ex-
tremo e de la pieza Be cuando la carga unidad de 1 T. verti-
cal recorre el cardan CF.
10.17. La estructura reticulada 1-2-3-4-5-6 de la figura 10.32 cons
tituye un paso superior sobre carretera, que debe ser refor-
zado mediante. la estructura articulada A' B e D.
Con objeto de comprobar este refuerzo se pide determinar el -
esfuerzo axil en la barra Be cuando una carga vertical de 60 t
recorre el dintel 1-2-4-5. Se calcularán estos valores del es
fuerzo para posiciones de la carga cada 5,00 ro a partir del -
nudo 1.
Caracteristicas de las harras:
Barras 1-2 Y 2-4 Y 4-5 canto = 2,00 Y ancho = 3,00 m.
Barras 2-3 y 4-6: canto = 1,00 Y ancho = 3,00 m.
Módulo de elasticidad de la estructurareticulada.
6 -2E = 2 x 10 tm .
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En todas las barras de la estructura articuJ_ada
Fn
sus. ca::c2..cterJ.s,ti.cas cumplen la cOEdición -L- 4 x
se supone
5 -110 '" -l, 'cm ~
que
10 .18 ~ La fi.guro. 10.3/3 represent.a una pasarela para peatones Q En una
primera aproximaci6n para el c~lculo estructural, se puede s~
poner que constituye un~ntraDado plano (con barras inelonga--
bles y nudos rfgidos). En la secci6n centro luz del vano cen-
tral (secci6n A-A) existe una unión que permite la transmisión
de esfuerzos cortantes y momentos ,flectores, pero no de esfuer
zas axiles, como se illdica en el detalle de la figura.
Todas las barras se suponen prism5ticas, y a efectos de c~lcu­
lo se puede admit.ir qUE-~ la inercia del dintel es -tres veces la
inercia de los soportes inclinados.
Se pide:
Determinar la línea de influencia del esfuerzo axil del sopor
_. ,......
te 1-2, cuando actrta Ulla carga vertical descendente ~e 100 t.
a lo largo deJo dintel 2-3-4-5~ Las coordenadas de esta línea
de tnfluenci?_ ·se daraJl cuartos (~e lo. luz (l.e cé:.c1a vano y se in·-
dicará claraMente el convenio de
de eJ.asticidad del material es F
signo::; cdoptaclo ..
6 2
= 2 x la t.T')- ,
El módulo -
Se.realizal~án los c§J.culos de Cross hasta M5 de aproxi
mación"
10.19. En la estructura de la figura 10,,34 se pide determinar la 1i-
n.l~a de influencia del momento ElectoI: en la secciór A cuando
una. carg¿i v'er-;::.ic:a.l un:i.-td.ria c1escE~ndent.(-;: recorJ.:::-e el dintel 1-2-.
-3-4. Se dar&n los valores numél:icos de la linea de influencia




Figura 10.31. Ejercicio 10.16.
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Figura 10.37; Ejercicio 10.17.
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j_O~20~ La secci6n transversal represen-lada en la figura J.O~35a co-
rresponde a una pasaiela de hormigón para uso de peatones,
cuyo esquema estl:uctural (en"tramado plano) r representado en
la figura lO.35b, puede ser válido para un c§lculo longitu-
diIlal. Las piJ.as, asimismo de 11ormig6n armado, son de sec--
ci6n rectangular, de ancho 3.00 m y canto l~OO ro y se encuen
tran empotradas rígidamente en las zapatas B1-"B2 y B3-B4. Es
ta~3 pueden consj~derarse infinitamente rl.gidas a las deforma-
ciones de cortallte, axil y flexi6n, y constituyen los encep~
dos de dos y tres pilotes, respectivamente, con secci6n cua-
drada de 0.80 x 0.80 m, y lorlgitud te6ricamen"te infinita~ Es
tos pilotes SOll infinitamente rígidos a las deformaciones de
.
cortante y axil, pero flexibles a las deformaciones de fle'--
x~6rl. S2 supone que est~n inmersos en un terreno elástico (ti
po Winkler) con m6dlllo de balasto k.
Con obj eto de proyectar adecua.damen·te los 6poyos y J.as juntas
de la pasareJ.a¡.es conveniente conocer el TIovimiento horizon
tal del nudo Al, para loa cual se pide:
Lfn.ea de J~nfl.uencia del 11lC'viL\5.ent,o horizonta.l" en Inm¡ del nu
doAl, bajo la actuaci6tl
1 t. Las orderladas de la
tos de \l0.D.O->
de una cargapunt:ua.l descenC1c-::rlte C"2
\ '
linea de infl~erlcia se darán a cuar
Notas: Se utiJ.izargtl las máxilnas simplificaciones posibles~
~d 1 6.. .- 2tilo .u,_o de elc.st-i,ci.c.ad del hormiqón .. E = 4 x 10 1_~m ,
Módulo de balasto del t.erreno, k = SO Yg/m·- 3 .
10.21. La estructur'a reticulada representada eIl la figura 10036 co-
rresponde al esque~a simplificado de un puente p6rtico cuyas
características son las siguientes:
-Vano central, formado por una viga sim~trica de secci6n l:a--




Figura 10.34. Ejercicio 10.19.
Fiq\Jj'.'j 10.35, E
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Jon, que consta de un tramo (B-B'). de can·ca canst.¿mte, cuya
inercia es 1 :::: 2 m4 , y dos trar00S lateTales (1\--3 y B' -A ¡)
de canto variable, con inercia 21 en arranques (A y A'). Por
simplicidad, se supone lineal la variaci.ón de inercia en ,1 i
chos tramos.
-Vanos laterales (A-e y A'-e') en los que se supone asimismo,
por simplicidad, que la inercia varía de forma lineal en·cre
L51 (secciones C y C') y 21 (secciones A y A').
-·Soportes (A--D Y A' -D') de inercia 0,1 4rn f biarticulados en
amhos extremos.
-Tirantes (C-D y C'-D') de inercia despreciable y sección 1 m2 .
Las conexiones en los purltos A, Al, D Y DI se realizan median
te rótulas plásticas lineales de hormigón, tales que para un
giro de una milésima de radi&n engendran un momento de 7 meto
El m6dulo de deformaci6n longitudinal del hormig6n de todas
las barras se udop-ta el valor 2 x 10 5 K9/cm-2.; y se C'onsid.r:::
ra que todas ellas son inextensibles, a excepción de los ti
rantes C-D y Cl_Df~
Deseando conocer el efecto exclusivo ~eJ_ tren ~e una Instruc
ci6n, se supone la actuaci6n de llrta carga puntual m6vil de 50 "ta
recorriendo el dintel e-c',
Se pide:
1) Máximos momentos flectores positivos y 11egativos en la sec
ción O.
2) Reacciones en las rótulas D y D' en amhas situaciones~

















10~ 22 ~ Se considera, la esi:ructura p6:ct.ico ~lúlt.iple d9 la figura -
10.37, corresporldien·tG a un viaducto en hormigón armado, y
se desea dimensionar la sección A-A a esfuerzo c(Jrtarlte,
cuando una carga extraordinaria vertical descendente de 100 t
recorre el tramo 1-2-3. A fin de simplificar el análisis se
supone que se conocen los siguientes datos respuestas de J.a
estructura de la derecha (figura 10.35b) cuando actaan las
siguientes acciones unitarias sobre la citada secci6n B-B:
__• _.~.~.,""'__._•• _,_...,.. • ..-,._••_•• _,~....,...,-,..,...,..,~;,._.,......,__• _ •• .,.-.,--.. ••-" • __~_~.'._.~~-.~__.~.,_._._'__o .",...._....,...,.....,~...,_.__• .-~_,_~_:!~-~~,_._.__~_ ___r~__.,..,-_.~.
1 "DE,SPLj\Zl~):\'lJ:ENTO n DESPLAZAlvJ.IEN'TO'l
'ACCION "lO'nTC'()"jT~T . ) ,1 '7J"PTT "T (\ '1 GIRO (8) Jj i 1-.[\J... 6 . ['-f-l..-'.-J (, u. ; 1,; ¿, ._,_CFd-l V, iJ '~.
,_.~--_._...--~ __.,~,~~....__ .....,...-,..,._,......=--,...,."-.....,.'}'----,-.~r..,..,.,~. ~.~.....,.,..,--.,'~_... --.---.,-J-~~-- ..,....._..-.,..........,"""""~.---.-. ,._.._. t~_~..~~.,,-"-,-·.~,",,·~·:1
[Fuerza hor.-Lzontal i ~ J _.');;!~~ X = llc, . ¡ .. . <1 mm. ..1 . 3 PUl]' :1- 2 x 10 .. rae"¡
;Fuer z a ~e;~;~:~~~-....~r- ..-""-·_""---"'"" ..-"--..---~-~r--~'"0~---·-~ T--"-'-~" 5~ -- j
I y = 1 t ,: -"-.-- 1 o mm. '1' 3 x 10 rad .. i
I -.. '" . , .,l·.=.=:·,~"·c~'"-,,~~.,,.~.,.,~..,"""~""-~....""""."""'._"'"_"_.""'''',....,..:,''"',._--.-,._...,..,.,..."-".,....,--,.--.,--,,...,_.'"' ""'_._~__. _ ..__.,1...-..,,...___~... .,........,..__. .,..,...,,_. ~.~.~ __._.._._._.-;_. ,~.,.._. __ ,j
!Momento H = 1 mt. li -~,_... I -----. 14o " 10-5r~d- '1'1 .! I l' A n ,
"--.-.__o .--,...,...,.-__"-~_.__,_.,-.-..-,__• ,.~.-''''''''''--.-"."'--'~""'._._.. "-.",' __ ••'_~_._"-,~"~_... ,_.-._.~,."'_._... __~_._.. _.'.'"'.,,.._.__...._.~ •••_~_~__~ ~.~-:I
Los signos positivos de las acciones y movimientos anteriores
se represerltan en la figura 2.
Determinar los esfuerzos cortan'tes Io§ximD y - .ffilll J.fP.o en la sec-
ci6n A-A, v, "Loosiciones de le'. c3rg~ (lA _10v~ ~ q'ue 'o pl'oduce
. .. ·,.L ,o
Todds·las barras se suponen, en este cálclllo preliminar, de -
secci6n constante rectángular:
Dint.eJ. : A.rtcho -- 12 i' 00 m~ Canto 2,00 m.
Pilas : Ancho -- 9 ¡OO fl1. Canto -, 1,00 m.
M6dul0 de elasticidad del hormig6n, E 6 -23 x 10 t,l", •
Nota: Este ejercicio sirve para ilustrar las posibilidades in
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Figura 10.35. Ejercicio 10.22.
10 ~ 23 ~ Determinar la. linea de :Lnf~_uel'lcia del momento flector en el
apoyo TI y en la sección cerltral de]. vano i, en una viga co~
tinúa de N vanos iguales de luz L y con vigas de caracterís
ticas cada una de ellas R1 - R2 = R Y Y12 = Y21 = y.
Caso particular: n = 2, x ;::; 1 y
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EJERCICIOS_ SOLUCIONES
+10.2. ~A = -0,77 + 1,05 = 0,28 mt.
~A = -0,77 - 7,21 =-7,98 mt.
-0,76 -1- 1,79 = 1,03 mt.
~B = -0,76 - 7,87 =-8,63 mt.
+
=~C --1,00 -1- 2,02 = 1,02 mt.
~C = -1,00 -10,02 =-11,02 mL
0,41 -1- 5,76 = 6,17mt.
~D = 0,41 - 2,48 =-2,07 mt.
10.4. Línea de influencia de }IA
¡~. _....- "'-..-.----y---.---- --_.--i-----·-·~-J- t
'¡VANO/SECCION ( x =o) x= 1 . j x = 2 x = 3 í x = 4
,'- - ,-,~ --'1 ~~-J - ~~,._~~-
\-- ~~-~~---'1~-~-~'~-' ._-¡ ~:: ~: ~ ~:::~ ~:::: I -:: ::
¡~-- -, .- " ' " _., : - _o, ,-----.-.--.'~-'-~'" ' "~O -i'" - +,-~-~~-
1 B-3 ¡ -1,58 ¡ -1,10 ¡ -0,65 -O,2~ 0,00
1- -3-~_.· L O~~-~]_~ O,.:9 ~I---O,35 ¡ 0,49 L_0~6~__
I-~~ -=t_:~;~:i:~:~ I-:~:: :: u t---~--l ::::
Se representa esta J.inea de influencia en la figura 10~38~
Linea de influencia de QA
j~_.~..~__~.·~_·'_~~_I,·,,,"__..~,e----~_·· ,.,......·,,..,..,-...··~·~ I·_~ __<__··~_··O~_.. '~·-·~·r-e-~ ..-:'.,....~.....,..--.-_.._...--..-,~~-.-.,.--.. ~-,--~-~._,-_._-.,
I"r:c1ON/:'AI~~_.Jr~n_._'~_: c~~~J __ ,~' ~n.~, ~I__,.x_~: ¡~ .x -~_.:-.l--x.:.4J
I 1-2 ¡ 0,001 -0,05 I -0,08 ¡ -'0,07! O,OOí
1
,"<"-->--=,.........--.-.-'.._c............~, ~,_..,._~_. __-_.-.-..~-.. _,.,),--.·~,---~-~~¡-~-,~·--~-,~·-~~-·-~"-,~·--{'----~-'--1
2-3 ¡ -1,00 J '-0,88 i -0,76 I -0,68 I -0,60í
1,.,.,.,-. . ... - .. -~-~~--+-,-~.-........,.,,--,-~~----.--,-~~,--~"·""--"-·",,-,·-,---<""-·-~~~i-.---..-··'---·_,:,·~_·,-_·;:,,,,,,,·~'='-'.-~--.-. -~-~¡-~._-.~-'-'-'l
'1 3--3 1 -'0,60 i '-0,47 I -0,34 i --0,18 1 O,OO¡
1~_._---..---......,.-~-...'_. o -.----+~----.. ~~.._,_._.,..,-.--_.. = ..-'1-...-........,.-.--__-_~.1-·-- ..~.,.~.-.·---.-·7--.--~.,~"--~- ...-.---c-('~-.~-~···~~-·- ..I
1 3--C i 0,00; 0,051 0,09 i 0,12; 0,161t~.~-,-.,,-,......,.,--_.. _.'''--.-..__.. :L.-,.,.,.,..,...... ,.,..,.,...,..,.~_,,~.._'""_.._...._.~"...._J_.' ....~.7~.~__~.~~,~.,•••~_._._,-----.-_~---..--.~.__~~.,~-,---,.._~ ~..,.•• ~~_••.,...-_._~::
! C-4 ¡ 0,16 j 0,11 ; 0,07 1 0,-03 0,00:i-..~. '. -..._..,.,.._..~~__.,-. ~~.-_.'_ ......_"_<c . ~~}••-_-,_"'_"" __ "'."""-"__'" .~._.....,~__.~~.~.,,_~,~_i~.~~.~.=--c~_...,..
• ·oC! J '; {
, 4-5 I 0,00) -0,02 ! "-0,02 ¡ -0,01 0,,00;1 l ""'l __~~---'" _._' ..__......_~',_~_._"' ..__.~.",._. .. __~,.,....,~"......,_._~.,_,,.,....·~.,"'~_~_.~~~..,.,~ ~,~~~~. ~~_.~"~r_...,..._. O~.·'------__._.,~ ,.,.-__. ." ..
Esta linea de influencia se Buestra en la figura 10~39.
10~5. Los resultados finales del Cross para distorsiones unidad an-





2-1 2,-3 2-6 3-2 3 ~¡ 3·4 4·_·3 ,J"·-5-,
h '-6,7 10,.5 1¡6
H -1 7 -O, 0,40~, ,.. ¡
J....Iínea. de influencia del P.1.orn,ento Elecl-,o:t' :
Vano 1··2 : v 1 --0,013 (16 2) O 4~ - x x
1 ') xVano 2-3: v -O¡57Bx + O,034x~ (2 --) O ,,;k 46 ,,,,,,-. ..
vI
-
-0,217y O 0" 2 (2 ~.) O Y 4¡ .) L.<Y
con y ~ 8 .. x
3-4 vI O f 217::< O,01J.x 2 , 7 ...->.., O d~ 4vano --, \ ~ -- 7) x
"1









Figura 10.39. Solución del ejercicio 10.4 .
.!
Figura 10.40. SoJ_uci6n del ejex'cicio 10~15~
con
Vano 4-5: v 1
?
= -O,0031x(32-12x+x-) o x 4
Línea de influencia del esfuerzo cortante:
1 2Vano 1--2: v = -0,003x(16 - x-)
Vano 2-3; v 1 = -1 + 0,019x - 0,0020X(8"-X)(2X-8)+O,015x2p_.~)
1 2 r
v = -0,0711'+0,00201'(8-"1') (2y-8)-"0,015Y"J2'" i)
Vano 3-4: v 1 = 0,054x - 0,028x 2 (2 - ~)
J ") v
v- = 0,0241' + 0,0281''"(2 -6-)
Vano 4-5: v 1 = -0,0008x(32 - 12x -1- x 2 )
o z 4
n x 4
Est.as líneas de :tnfluencia coinciden con _l(ls r1.c;ciucidas en
el ejercicio anterior.





- 19,94 L_lA L N = OA
10.7.
r~;:;"c~-'-·~'''·r-·' --,---,-, o '~l~~'-""'-=-"'~~~~--" ~--,-,."","'~~'~'~'-'~~'~'--~--".:-_.~,-, ....,~,..."._~.--,~ ..~- 'T-~'~~"'-"--' ----.-'-~.
',¡VANS/X/t, I 0,00 I 0,25 0,50 0,75 1,00
j, __ ¿_o_- ~ _! ----,__~_! _,....-~ .~__.~ ..,_. .... _.~__... ~..__......-"......,._~_.- . ....._~ __..._+._,_~ __, ,.c ...._".,...,.,.... ,.,_...__._...,: ..----~,-.~.-_....__,., ~_ .._._.¡
1 1 I O, OO O, O2 O, 11 °I 3 4 °,77!f·~~ ~--~--1-~,~--"'-------"-- ~----~~~_. - -1~- ~--, - ~---~-~- ~ -~_J _o_~_,.,·_··_." ~. __._,_~ .. . ,t_,_ -------.~--~-~~,.,~-~-
~.-.~:".~-~,~---.J__~~~_7 ?~~--j~~.~.~~:~~~~-"~-~,,.,--.--~,-,-.~:~~~~~~~~ ..-~:~.c'c<,~~~'".~.: __~_._~. __.~_,:-.-_~,=~~~~?~_~ ....;--·;
: 3 ! --0 ,77; -0,62 ¡ -0,44 ' -0 1 22. - 0,00 :i~__. ~"",_,..,...,.~I .,._,,..~..,"1..._._~.~..-.,.-""'.- ..1 ~ ..~__........._~~_,~.~_ ... .,..~~ ..)_~,~.. ,,,",-=-- .~_. ._•..,._". ,.,_,_...,~ • .,• ....,_ .._ ...._''';.....c--, .,,_.~_c-,~ __,_,._._.__· ._-"- __...:.)
10,8,
- 348 -
Para x = 2,00 (sección A)
Para x :::: 5,66









+HA = 601,5 rut.
Ver figura 10.40.










Linea de influencia del axil N12 en (t).
r~~c.:::: f: ~~~O~~r~---~~~ I. 6 9 -- ~ 1
; ,¡ ¡ ¡ , 12!,
T~~''''''''''- -~!; --·--.=-o~~""-'--~"'--i----""'-"""'-----'---·-·-·~r·--'--'---~r- .~
r'MA= t 0,000 ¡ -0,439 i 0,000 ; 0.403 1,464 , (sil'1étric~;'..._-=:~-,_,j < .:,__"",_--:(._~,,"",".,.__. , __.."J"_~,~,.,...._,__. .......,.,_..J__""'_'".__,.....-o-r.,~_..........---="',...-.....,..~"-_ ..,.,.,....:¡',
10.20. Ver fic¡ura 10. 4L
10.21. M .illln '-6,5 'roto
M = 270,6 mt.Max ca.rqa en O.
Para el momento negativo: VD = 66 t.
Para el momento positivo: VD = 30 t.
v = 30 t.D
(Sentidos usuales de süInos) •
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